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1❤❛♥ 57% ♦❢ ❝♦♥✈❡♥1✐♦♥❛❧ ♣'♦✈❡❞ ❣❛3 '❡3❡'✈❡3 ❛'❡ ❧♦❝❛1❡❞ ✐♥ ❘✉33✐❛✱ ■'❛♥ ♦' ◗❛1❛'✳ ❆❧♠♦31

✷



70% ♦❢ ❝#✉❞❡ ♦✐❧ ♣#♦✈❡♥ #❡,❡#✈❡, ❛#❡ ❧♦❝❛.❡❞ ✐♥ ♦♥❧② ,✐① ❝♦✉♥.#✐❡,✿ ❈❛♥❛❞❛✱ ❙❛✉❞✐ ❆#❛❜✐❛✱

■#❛♥✱ ■#❛8✱ ❑✉✇❛✐.✱ ❛♥❞ ❯♥✐.❡❞ ❆#❛❜ ❊♠✐#❛.❡,✳ ❆#♦✉♥❞ 75% ♦❢ #❡❝♦✈❡#❛❜❧❡ ❝♦❛❧ #❡,❡#✈❡,

❛#❡ ❧♦❝❛.❡❞ ✐♥ ♦♥❧② ✜✈❡ ❝♦✉♥.#✐❡,✿ .❤❡ ❯❙❆✱ ❘✉,,✐❛✱ ❈❤✐♥❛✱ ❆✉,.#❛❧✐❛ ❛♥❞ ■♥❞✐❛✳ ❚♦ .❤❡

♥♦.✐❝❡❛❜❧❡ ❡①❝❡♣.✐♦♥ ♦❢ ❘✉,,✐❛✱ ❝♦✉♥.#✐❡, ❤❛✈✐♥❣ .❤❡ ❧❛#❣❡,. ❡♥❞♦✇♠❡♥., ✐♥ ♦✐❧ ♦# ❣❛, ❤❛✈❡

❧♦✇ ❡♥❞♦✇♠❡♥., ✐♥ ❝♦❛❧✳ ❈❛#❜♦♥ .❛①❛.✐♦♥ #❛✐,❡ ✐♠♣♦#.❛♥. ✐,,✉❡, ❝♦♥❝❡#♥✐♥❣ #❡❞✐,.#✐❜✉.✐♦♥

♦❢ ✇❡❛❧.❤ ❛♠♦♥❣ ❝♦✉♥.#✐❡,✳ ■❢ ❝❛#❜♦♥ .❛①❛.✐♦♥ ❧♦✇❡#, ♣#♦✜., ♦❢ ❝♦❛❧ ♦✇♥❡#, ❜✉. ✐♥❝#❡❛,❡,

♣#♦✜., ♦❢ ♦✐❧ ♦✇♥❡#,✱ ,♦♠❡ ❝♦✉♥.#✐❡, ❧✐❦❡ ❖F❊❈ ❝♦✉♥.#✐❡, ♠❛② ,❡❡ .❤❡✐# ✇❡❛❧.❤ ✐♥❝#❡❛,❡❞ ❜②

❝❛#❜♦♥ .❛①❛.✐♦♥ ❝♦♥.#❛#② .♦ ❝♦✉♥.#✐❡, ✇✐.❤ ❧❛#❣❡ ❝♦❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥.,✳ ❲❡ ❢♦❝✉, ♦♥❧② ♦♥ .❤❡

#❡❞✐,.#✐❜✉.✐♦♥❛❧ ❛,♣❡❝., ❞#✐✈❡♥ ❜② ❝❤❛♥❣❡, ✐♥ ❡♥❡#❣② ♣#✐❝❡, ❞✉❡ .♦ ❝❛#❜♦♥ .❛①❛.✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡#✱

❜❡♥❡✜., ♦# ❧♦,,❡, ❢#♦♠ #❡❞✉❝✐♥❣ ❡♠✐,,✐♦♥, ❢♦# ❡❛❝❤ ❝♦✉♥.#② ❞❡♣❡♥❞ ❛❧,♦ ♦♥ ❝♦✉♥.#②✲,♣❡❝✐✜❝

✈✉❧♥❡#❛❜✐❧✐.② .♦ ❝❧✐♠❛.❡ ❝❤❛♥❣❡✱ ❝♦✉♥.#②✲,♣❡❝✐✜❝ ♠✐.✐❣❛.✐♦♥ ❝♦,.,✱ .❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐.✐❣❛.✐♦♥ ❡❢✲

❢♦#. ❛♥❞ ❝♦✉♥.#②✲,♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥.#✐❜✉.✐♦♥ .♦ ✐.✳

❲❡ ❜✉✐❧❞ ❛ ❍♦.❡❧❧✐♥❣✲❧✐❦❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡#❡ .❤❡ CO2 ❝♦♥❝❡♥.#❛.✐♦♥ ♠✉,. ❜❡ ❦❡♣. ✉♥❞❡# ❛

❝❛#❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ❚❤✐, ♣❛♣❡# ❢♦❧❧♦✇, ♠♦❞❡❧✐③❛.✐♦♥ ✐♥.#♦❞✉❝❡❞ ❜② ❈❤❛❦#❛✈♦#.② ❡. ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✳

❚❤❡ ,♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡# ♠♦❞❡❧ ❤❛, .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❡❛.✉#❡,✳ ❯.✐❧✐.② ❝♦♠❡, ❢#♦♠ .❤#❡❡ ♣❡#❢❡❝. ,✉❜✲

,.✐.✉.❡ ,♦✉#❝❡, ♦❢ ❡♥❡#❣②✿ ❛♥ ❡①❤❛✉,.✐❜❧❡ ♣♦❧❧✉.✐♥❣ #❡,♦✉#❝❡ ✭❧❡. ✉, ,❛② ✬♦✐❧✬ ♦# ✬❝♦♥✈❡♥.✐♦♥❛❧

♦✐❧✬✮✱ ❛ ♥♦♥✲❡①❤❛✉,.✐❜❧❡ ,.#♦♥❣❧② ♣♦❧❧✉.✐♥❣ #❡,♦✉#❝❡ ✭❧❡. ✉, ,❛② ✬❝♦❛❧✬✮ ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲❡①❤❛✉,.✐❜❧❡

❝❧❡❛♥ #❡,♦✉#❝❡ ✭❧❡. ✉, ,❛② ✬,♦❧❛#✬✮✳ ❊❛❝❤ #❡,♦✉#❝❡ ✐, ❞✐,.✐♥❣✉✐,❤❛❜❧❡ ❛❝❝♦#❞✐♥❣ .♦ ✐., ❝❛#❜♦♥

❝♦♥.❡♥. ❛♥❞ ✐., ❡①.#❛❝.✐♦♥ ❝♦,.✳ ❘❡,♦✉#❝❡, ♦✇♥❡#, ❛#❡ ✐♥ ♣❡#❢❡❝. ❝♦♠♣❡.✐.✐♦♥✳ ❚❤❡ #❡❣✉✲

❧❛.✐♦♥ .❛❦❡, .❤❡ ❢♦#♠ ♦❢ ❛ ❝❛#❜♦♥ ❝❛♣ ♦✈❡# .❤❡ ❛.♠♦,♣❤❡#✐❝ ❝❛#❜♦♥ ,.♦❝❦✳ ❚❤✐, .❤#❡,❤♦❧❞

❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥,✐❞❡#❡❞ ❛, ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉, ❝♦♥,.#❛✐♥.✱ ❢♦# ✐♥,.❛♥❝❡ ,.❡♠♠✐♥❣ ❢#♦♠ ❛ ❑②♦.♦✲❧✐❦❡ F#♦✲

.♦❝♦❧✱ ♦# ❛, .❤❡ ✜#,.✲❜❡,. ❝❛#❜♦♥ ♣♦❧✐❝② ✐❢ .❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❢✉♥❝.✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣#♦①✐♠❛.❡❞ ❜② ❛

❜✐♥❛#②✲❝♦♥✈❡① ❞❛♠❛❣❡ ❢✉♥❝.✐♦♥ ✇✐.❤ ♥✐❧ ♠❛#❣✐♥❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ✇❤❡♥ .❤❡ CO2 ❝♦♥❝❡♥.#❛.✐♦♥ ✐,

❦❡♣. ✉♥❞❡# ♦# ❡8✉❛❧ .♦ .❤❡ .❤#❡,❤♦❧❞ ❛♥❞ ✐♥✜♥✐.❡ ♦.❤❡#✇✐,❡✳ ❲❡ ❛,,✉♠❡ ♥♦ ♥❛.✉#❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢

❝❛#❜♦♥✳ ❘❡,♦✉#❝❡, ❡①.#❛❝.✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇, ❍❡#✜♥❞❤❛❧✬, ♣#✐♥❝✐♣❧❡ ✭❍❡#✜♥❞❛❤❧ ✭✶✾✻✼✮✮✿ ❛ #❡,♦✉#❝❡

❝❛♥♥♦. ❜❡ ✉,❡❞ ❜❡❢♦#❡ ❛ ❝❤❡❛♣❡#✲.♦✲❡①.#❛❝. #❡,♦✉#❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ ❛ ❝❤❡❛♣❡# #❡,♦✉#❝❡ ♠❛② ♥♦.

❜❡ ❡①❤❛✉,.❡❞ ✐❢ .❤✐, #❡,♦✉#❝❡ ✐, .♦♦ ♣♦❧❧✉.✐♥❣✳ ❚❤❡ ,♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡# ,❡❡❦, .♦ ♠❛①✐♠✐③❡ .❤❡ ❝♦♥✲

,✉♠❡# ,✉#♣❧✉, .❛❦✐♥❣ ❛❝❝♦✉♥. ♦❢ .❤❡ ♦✐❧ ,❝❛#❝✐.② ❝♦♥,.#❛✐♥. ❛♥❞ .❤❡ ❝❛#❜♦♥ ❝❛♣ ❝♦♥,.#❛✐♥.✳

✸



❚♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥( ❤✐* ♦♣(✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝②✱ (❤❡ *♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡/ ❤❛* ❛ *♦❢( ♣♦✇❡/✿ ❤❡ ❝❛♥ ♣✉( ❛ ❝❛/❜♦♥

(❛① ♦♥ CO2 ❡♠✐**✐♦♥* ❜✉( ❝❛♥♥♦( ❢♦/❜✐❞ (❤❡ ✉*❡ ♦❢ ❛ ♣❛/(✐❝✉❧❛/ /❡*♦✉/❝❡ ♦/ *❡( ❛ *♣❡❝✐✜❝

(❛① ♦/ ❛ 8✉♦(❛ ❢♦/ ❡❛❝❤ ❞✐✛❡/❡♥( /❡*♦✉/❝❡✳ ❲❤❡♥ ❜♦(❤ ♦✐❧ ❛♥❞ ❝♦❛❧ ❛/❡ ✉*❡❞ ❛♥❞ ♦✐❧ ❣❡(*

❡①❤❛✉*(❡❞ ✭/❡❧❡✈❛♥( ❝❛*❡✮✱ ❛ ✉♥✐8✉❡ ❝❛/❜♦♥ (❛① ♣❛(❤ ❛❧❧♦✇* (♦ ❞❡❝❡♥(/❛❧✐③❡ (❤❡ ❡8✉✐❧✐❜/✐✉♠✳

❚❤❡ ❍♦(❡❧❧✐♥❣✲❧✐❦❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ✉*❡ ✐* ❝❧♦*❡ (♦ ❈❤❛❦/❛✈♦/(② ❡( ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❈♦♥(/❛/② (♦

❈❤❛❦/❛✈♦/(② ❡( ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✱ ♦✉/ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞❡* *❡✈❡/❛❧ ♣♦❧❧✉(✐♥❣ /❡*♦✉/❝❡* (♦ ❜❡ ❛❜❧❡ (♦ ♣♦✐♥(

♦✉( (❤❡ ✐♥❝/❡❛*❡ ♦❢ ♦✐❧ ♣/♦✜(* ❞✉❡ ❝❛/❜♦♥ (❛①❛(✐♦♥✳ ❖✉/ ♠♦❞❡❧ *❤❛/❡* ❝♦♠♠♦♥ ❢❡❛(✉/❡*

✇✐(❤ (❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡*❝/✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛❦/❛✈♦/(② ❡( ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❜✉( 8✉❡*(✐♦♥* ❛❞❞/❡**❡❞ ❛/❡ ❞✐✛❡/❡♥(✳

❈❤❛❦/❛✈♦/(② ❡( ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❛♥❛❧②*✐* (❤❡ ♦♣(✐♠❛❧ ♦/❞❡/ ♦❢ ❡①(/❛❝(✐♦♥ ♦❢ (✇♦ ♣♦❧❧✉(✐♥❣ /❡*♦✉/❝❡*

✉♥❞❡/ ❛ ❝❛/❜♦♥ ❝❛♣ /❡❣✉❧❛(✐♦♥✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ (❤❛( (❤❡ ♠♦*( ♣♦❧❧✉(✐♥❣ /❡*♦✉/❝❡ ♠❛② ❜❡ ✉*❡❞

♣/✐♦/ (♦ (❤❡ ❧❡** ♣♦❧❧✉(✐♥❣ /❡*♦✉/❝❡ (♦ ❜❡♥❡✜( ❢/♦♠ ♥❛(✉/❛❧ ❞✐❧✉(✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝/❡❛*❡* ✇✐(❤ (❤❡

❛(♠♦*♣❤❡/✐❝ *(♦❝❦ ✐✳❡ ✧❧❡❛*( ❝♦*( ✜/*(✧ ♣/✐♥❝✐♣❧❡ ✭❍❡/✜♥❞❛❤❧ ✭✶✾✻✼✮✮ ♥♦ ♠♦/❡ ❤♦❧❞*✳ ❖✉/

♣❛♣❡/ ❢♦❝✉*❡* ♦♥ (❤❡ ✐♠♣❛❝( ♦❢ ♣/♦✜( ♦❢ ♦✐❧ ♦✇♥❡/*✳ ■♥ ♦✉/ ♠❛✐♥ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❛**✉♠❡ ✐♥ ❛

✜/*( (✐♠❡ (❤❛( ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦❧❧✉(✐♥❣ /❡*♦✉/❝❡ ✐* ❡①❤❛✉*(✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥*✐❞❡/ (❤❛( ♥❛(✉/❛❧ ❞✐❧✉(✐♦♥

❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ (♦ *✐♠♣❧✐❢② (❤❡ ❞❡♠♦♥*(/❛(✐♦♥✳ ❚❤✐* ❛**✉♠♣(✐♦♥ ❛❧❧♦✇* ✉* (♦ *✐♠♣❧✐❢② (❤❡

❡①(/❛❝(✐♦♥ ♦/❞❡/✿ ❛ ♠♦/❡ ❡①♣❡♥*✐✈❡ ❜❡❢♦/❡✲(❛① /❡*♦✉/❝❡ ❝❛♥♥♦( ❜❡ ❡①(/❛❝(❡❞ ❜❡❢♦/❡ ❛ ❧❡**

❡①♣❡♥*✐✈❡ ❜❡❢♦/❡✲(❛① /❡*♦✉/❝❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❍❡/✜♥❞❤❛❧ ♣/✐♥❝✐♣❧❡ ✭❍❡/✜♥❞❛❤❧ ✭✶✾✻✼✮✮✳

■♥ ♦✉/ ♠♦❞❡❧✱ (❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ (❤❡ ❝❛/❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣ ♦♥❧② ✐♠♣❛❝(* (❤❡ ✉*❡ ♦❢ ❛ /❡*♦✉/❝❡✱ (❤❛( ❝❛♥

*(♦♣ ♦/ *(❛/( (♦ ❜❡ ✉*❡❞ ❞✉❡ (♦ ❝❛/❜♦♥ /❡❣✉❧❛(✐♦♥ ❜✉( ❞♦❡* ♥♦( ✐♠♣❛❝( (❤❡ ♣♦(❡♥(✐❛❧ ♦/❞❡/

♦❢ ❡①(/❛❝(✐♦♥ (❤❛( ❢♦❧❧♦✇* (❤❡ ♦/❞❡/✐♥❣ ♦❢ ❡①(/❛❝(✐♦♥ ❝♦*(*✳

❆* ✐♥ ❈❤❛❦/❛✈♦/(② ❡( ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✱ ❈❤❛❦/❛✈♦/(② ❡( ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✱ ❢♦**✐❧ ❢✉❡❧* ♦✇♥❡/* ❛/❡ ✐♥

♣❡/❢❡❝( ❝♦♠♣❡(✐(✐♦♥✳ ❖✐❧ ♠❛/❦❡( ❤❛* ❜❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ ✈❛/✐♦✉* ✇❛②* (❤/♦✉❣❤♦✉( ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❧✐(✲

❡/❛(✉/❡✳ ❆ ❧❛/❣❡ ❡♠♣✐/✐❝❛❧ ❧✐(❡/❛(✉/❡ ❤❛* (/✐❡❞ (♦ ❞❡(❡/♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ♠❛/❦❡( *(/✉❝(✉/❡ ❡①♣❧❛✐♥*

(❤❡ ❜❡*( (❤❡ ❞②♥❛♠✐❝* ♦❢ (❤❡ ♦✐❧ ♣/✐❝❡✳ ❇/♦❛❞❧② *♣❡❛❦✐♥❣✱ (❤✐* ❧✐(❡/❛(✉/❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥(♦

(✇♦ ❣/♦✉♣*✿ ❛ *(/❡❛♠ ❛/❣✉✐♥❣ (❤❛( ❖Q❊❈ ❤❛* ❛ ♣♦✇❡/ (♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♠❛/❦❡( ♣/✐❝❡ ✭❝❛/(❡❧✱

❞♦♠✐♥❛♥( ✜/♠ ♠♦❞❡❧✱ (❛/❣❡( ♠♦❞❡❧✮ ❛♥❞ ❛ *❡❝♦♥❞ *(/❡❛♠ ✇❤❡/❡ ♣/✐❝❡* ❛/❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❡✐(❤❡/

❜② ♣/♦♣❡/(② /✐❣❤(*✱ *❝❛/❝✐(② ♦/ ♣♦❧✐(✐❝❛❧ ❡✈❡♥(*✳ ❘❡✈✐❡✇✐♥❣ (❤❡ ❢♦✉/(❤ ♠❛✐♥ ❛**✉♠♣(✐♦♥*

✹



✭❝❛#$❡❧✱ ❝♦♠♣❡$✐$✐✈❡✱ $❤❡ $❛#❣❡$ #❡✈❡♥✉❡ ♠♦❞❡❧✱ $❤❡ ♣#♦♣❡#$② #✐❣❤$3 ❡①♣❧❛♥❛$✐♦♥✮✱ ●#✐✣♥

✭✶✾✽✺✮ ❡3$✐♠❛$❡3 $❤❛$ ♠❛#❦❡$✲3❤❛#✐♥❣ ❝❛#$❡❧ ♠♦❞❡❧ ❡①♣❧❛✐♥3 #❡❧❛$✐✈❡❧② ✇❡❧❧ ❖@❊❈ ❜❡❤❛✈✐♦#✳

❏♦♥❡3 ✭✶✾✾✵✮ ❛♥❞ ❉❛❤❧ ✫ ❨✉❝❡❧ ✭✶✾✾✶✮ ❛❧3♦ 3✉♣♣♦#$ $❤❡ ❝❛#$❡❧ ❤②♣♦$❤❡3✐3✳ ❖$❤❡# ♣❛♣❡#3

✜♥❞ $❤❛$ ❖@❊❈ ♠❛♥✐♣✉❧❛$❡3 ♣#✐❝❡3 ♦♥❧② ♦✈❡# 3♦♠❡ ♣❡#✐♦❞3 ♦❢ $✐♠❡✱ ❛♥❞ $❤❛$ ✐♥❝#❡❛3✐♥❣

♣#✐❝❡3 ♦❢ ✶✾✼✹✲✶✾✽✵ ❛#❡ ♥♦$ ❞✉❡ $♦ ❛♥ ❖@❊❈ ♣#✐❝❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛$✐♦♥ ✭▲♦❞❡#❡# ✭✶✾✽✺✮✮✳ ❙❡✈❡#❛❧

3$✉❞✐❡3 ✭❊③③❛$✐ ✭✶✾✼✻✮✱ ▼❛❝❆✈♦② ✭✶✾✽✷✮ ❛♥❞ ❱❡#❧❡❣❡# ✭✶✾✽✷✮✮ ❡①♣❧❛✐♥ ♦✐❧ ♣#✐❝❡3 ❝❤❛♥❣❡3 ✐♥ ❛

❝♦♠♣❡$✐$✐✈❡ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ♦♣$✐♠✉♠ ✐3 ❞❡❝❡♥$#❛❧✐③❡❞ ❜② ❛ $❛① ♦♥ CO2 ❡♠✐33✐♦♥3✳ ❆ ♣❛#$✐❝✉❧❛# ♣❛$❤ ♦❢ ❡♠✐33✐♦♥3

❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝❡♥$#❛❧✐③❡❞ ❡✐$❤❡# ❜② ❛ ❝❛#❜♦♥ $❛① ♦# ❜② ❝❛#❜♦♥ W✉♦$❛3✱ ❛3 ❧♦♥❣ ❛3 $❤❡ ♣#✐❝❡ ❞②♥❛♠✲

✐❝3 ♦❢ ❝❛#❜♦♥✲❡♠✐$$✐♥❣ #❡3♦✉#❝❡3 ✐3 ✇❡❧❧ ✉♥❞❡#3$♦♦❞✳ ■♥ ♦✉# 3❡$$✐♥❣✱ ❛ ♣#✐❝❡ ✐♥3$#✉♠❡♥$ ❛♥❞

❛ W✉❛♥$✐$② ✐♥3$#✉♠❡♥$ ❛#❡ 3✐♠✐❧❛# ❢#♦♠ $❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♣♦✐♥$ ♦❢ ✈✐❡✇ 3✐♥❝❡ ❜❡♥❡✜$3 ❛♥❞ ❝♦3$3

♦❢ ♠✐$✐❣❛$✐♦♥ ❛❝$✐♦♥3 ❛#❡ ❦♥♦✇♥ ✇✐$❤♦✉$ ✉♥❝❡#$❛✐♥$②

✶

✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ $❤❡ ❝❤♦3❡♥ ✐♥3$#✉♠❡♥$

❛♥❞ ✐$3 ♠♦❞❛❧✐$✐❡3 ♦❢ ✉3❡ ✐♠♣❛❝$ ❞✐✛❡#❡♥$❧② ♣#♦✜$3 ♦❢ ❢♦33✐❧ ❢✉❡❧3 ♦✇♥❡#3 ♦♥ ❡♥❡#❣② ♠❛#❦❡$3✳

❆ ❝❛#❜♦♥ $❛① ✇✐$❤♦✉$ ❛❜❛$❡♠❡♥$ ♦# ❛✉❝$✐♦♥❡❞ ❡①❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡ W✉♦$❛3 ✇✐$❤♦✉$ #❡❞✐3$#✐❜✉$✐♥❣

❝❛#❜♦♥ #❡✈❡♥✉❡3 ❛#❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ♣#❡3❡♥$❡❞ ❛3 $❤❡ ✇♦#3$ ✐♥3$#✉♠❡♥$3 ❢♦# $❤❡ ♣#♦✜$3 ♦❢ ❢♦33✐❧

❢✉❡❧3 ♦✇♥❡#3✳ ❘❡❞✐3$#✐❜✉$✐♦♥❛❧ ❛3♣❡❝$3 ♦❢ $❤❡ ✐♥3$#✉♠❡♥$3 ❤❛✈❡ #❡❝❡✐✈❡❞ ❢❡✇ ❛$$❡♥$✐♦♥ ✐♥ $❤❡

❞❡❜❛$❡ ♦✈❡# ❝❧✐♠❛$❡ ❝❤❛♥❣❡ #❡❣✉❧❛$✐♦♥ ✇❤❡#❡❛3 ✐♥ $❤❡ $❛①❛$✐♦♥ ❧✐$❡#❛$✉#❡ $❤❡ #❡♥$ 3❡❡❦✐♥❣

$❛❦❡3 ❛♥ ✐♠♣♦#$❛♥$ ♣❧❛❝❡✳ ❚❤❡ ❧✐$❡#❛$✉#❡ ❤❛3 ❢♦❝✉3❡❞ ♦♥ ❝❛♣$✉#✐♥❣ #❡♥$3 ❢#♦♠ ❢♦33✐❧ ❢✉❡❧3

♣#♦❞✉❝❡#3 $❤❛♥❦3 $♦ $❛①❛$✐♦♥ ♦❢ ❡①$❡#♥❛❧✐$✐❡3 ✭▲✐3❦✐ ✫ ❚❛❤✈♦♥❡♥ ✭✷✵✵✹✮✱ ❇❡#❣3$#♦♠ ✭✶✾✽✷✮✮

♦# ✉3✐♥❣ $❛#✐✛3 ✭❇#❛♥❞❡# ✫ ❉❥❛❥✐❝ ✭✶✾✽✸✮✮✳ ❖✉# ♣❛♣❡# 3❤♦✇3 $❤❛$ ✐♥ 3♦♠❡ ❝❛3❡3 $❛①✐♥❣

❡①$❡#♥❛❧✐$✐❡3 ✐♥❝#❡❛3❡3 $❤❡ ♣#♦✜$3 ♦❢ 3♦♠❡ ❢♦33✐❧ ❢✉❡❧3 ♦✇♥❡#3✳

❚❤❡ ●#❡② @❛#❛❞♦①

✷

❝❛♥ ❜❡ ❡①♣#❡33❡❞ ✐♥ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ $❤❡ ♣#♦✜$3 ♦❢ ♦✐❧ ♣#♦❞✉❝❡#3

✶

❋♦" ❛ ❝♦♠♣❛"✐(♦♥ ♦❢ ❜♦,❤ ♣"✐❝❡ ❛♥❞ 0✉❛♥,✐,② ✐♥(,"✉♠❡♥,( ✇✐,❤ ✉♥❝❡",❛✐♥,② ✐♥ ❛ ❣❡♥❡"❛❧ ❢"❛♠❡✇♦"❦✱ ♦♥❡

❝❛♥ "❡❢❡" ,♦ ❲❡✐,③♠❛♥ ✭✶✾✼✹✮ ❛♥❞ ✐,( ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ,♦ ,❤❡ ❝❧✐♠❛,❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣"♦❜❧❡♠ ✐( @✐③❡" ✭✶✾✾✼✮✳

✷

▲❡, ✉( ♥♦,❡ ,❤❛, ✐♥ (♣✐,❡ ♦❢ ,❤❡✐" ❝❧♦(❡ ♥❛♠❡(✱ ,❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇❡ ❞❡(❝"✐❜❡ ❤❛( ♥♦,❤✐♥❣ ,♦ ❞♦ ✇✐,❤ ,❤❡

●"❡❡♥ @❛"❛❞♦① ♣"❡(❡♥,❡❞ ❜② ❙✐♥♥ ✭✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡ ●"❡❡♥ @❛"❛❞♦① (,❛,❡( ,❤❛, (✉❜(✐❞✐③✐♥❣ ❛ "❡♥❡✇❛❜❧❡ ❜❛❝❦(,♦♣

✭(♦❧❛"✱ ✇✐♥❞ ❡♥❡"❣②✱ ♥✉❝❧❡❛" ♣♦✇❡"✮ ❜"✐♥❣( ❢♦"✇❛"❞ ,❤❡ ❞❛,❡ ❛, ✇❤✐❝❤ ❢♦((✐❧ ❢✉❡❧( ❣❡, ❡①❤❛✉(,❡❞ ✐❢ ♦✐❧ ✐(

❍♦,❡❧❧✐♥❣✲♣"✐❝❡❞✱ ♦" ✐❢ ♦✐❧ ♣"♦❞✉❝❡"( ❤❛✈❡ ❛ ♣♦✇❡" ♠❛"❦❡,✱ ❛♥❞ ❝♦♥(❡0✉❡♥,❧② ❡①❛❝❡"❜❛,❡( ❣❧♦❜❛❧ ✇❛"♠✐♥❣✳ ■♥

(✉❝❤ ❛ ❝❛(❡✱ ♣"♦✜,( ♦❢ ❢♦((✐❧ ❢✉❡❧( ♦✇♥❡"( ❛"❡ "❡❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ ,❤❡ ❝❧❡❛♥ ❡♥❡"❣② "❡(♦✉"❝❡ ♣"✐❝❡ ✐( ❧♦✇❡"❡❞✳ ❖♥

,❤❡ ❝♦♥,"❛"②✱ ✐♥ ♦✉" ❢"❛♠❡✇♦"❦✱ ♣"♦✜,( ♦❢ ❢♦((✐❧ ❢✉❡❧( ♦✇♥❡"( ❞♦ ♥♦, ♥❡❝❡((❛"✐❧② ❞❡❝"❡❛(❡✱ ❛♥❞ ❡♠✐((✐♦♥( ❛"❡

❧♦✇❡"❡❞ ✇❤❡♥ ,❤❡ ❝❛"❜♦♥ ❝❛♣ ♣♦❧✐❝② ✐( ,✐❣❤,❡♥❡❞✳

✺



♠❛② ✐♥❝&❡❛(❡ )❤❛♥❦( )♦ ✭♦♣)✐♠❛❧✮ ❝❛&❜♦♥ )❛①❛)✐♦♥✳ ❲✐)❤♦✉) ❛♥② ❝♦♠♣❡♥(❛)✐♦♥ (❝❤❡♠❡✱ ✐♥✲

)&♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❝❛&❜♦♥ &❡❣✉❧❛)✐♦♥ ✐♥ )❤❡ ❢♦&♠ ♦❢ ❛ ❝❛&❜♦♥ )❛① ♦& ❡①❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡ ;✉♦)❛( ✇✐❧❧ ❛✛❡❝)

❞✐✛❡&❡♥)❧② &❡(♦✉&❝❡( ♦✇♥❡&( ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ )❤❡ ❝❛&❜♦♥ ❝♦♥)❡♥) ♦❢ ❡❛❝❤ &❡(♦✉&❝❡✱ ❜✉) ❛❧(♦ ♦♥

)❤❡✐& ❞❡❧✐✈❡&② ❝♦()( ❛♥❞ )❤❡✐& &❡❧❛)✐✈❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡✳ ❲❡ ❢✉❧❧② ❝❤❛&❛❝)❡&✐③❡ ❛❧❧ )❤❡ ❞✐✛❡&❡♥)

❡①)&❛❝)✐♦♥ ♣❛)❤(✳ ❲❡ ()✉❞② ❤♦✇ ♦✐❧ ♣&♦✜)( ❝❤❛♥❣❡ ✇❤❡♥ )❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐( ❧♦✇❡&❡❞ ✐♥ )❤❡ ❝❛(❡

✇❤❡&❡ ❜♦)❤ ♦✐❧ ❛♥❞ ❝♦❛❧ ❛&❡ ❡①)&❛❝)❡❞ ❛♥❞ ♦✐❧ ❣❡)( ❡①❤❛✉()❡❞✳ ▲❡) ✉( &❡♠❛&❦ ✜&() )❤❛) ✇❤❡♥

(✇✐)❝❤✐♥❣ ❢&♦♠ ♦♥❡ &❡(♦✉&❝❡ )♦ ❛♥♦)❤❡&✱ ♣&✐❝❡( ♦❢ ❝♦❛❧ ❛♥❞ ♦✐❧ ♠✉() ❜❡ ❡;✉❛❧✳ ❲❤❡♥ )✐❣❤)❡♥✲

✐♥❣ )❤❡ ❝❛&❜♦♥ &❡❣✉❧❛)✐♦♥✱ )❤❡ ❝❛&❜♦♥ )❛① ✐♥❝&❡❛(❡(✳ ❋♦& ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥❝&❡❛(❡ ♦❢ )❤❡ ❝❛&❜♦♥ )❛①✱

)❤❡ )❛① ♣❛✐❞ ♣❡& ✉♥✐) ♦❢ ❝♦❛❧ ✐( ❧❛&❣❡& )❤❛♥ )❤❡ )❛① ♣❛✐❞ ♣❡& ✉♥✐) ♦❢ ♦✐❧✱ ❞✉❡ )♦ )❤❡ ❞✐✛❡&❡♥❝❡

✐♥ ♣♦❧❧✉)✐♦♥ ❝♦♥)❡♥)(✳ ■) ❝♦♠❡( )❤❛) ♣&♦✜)( ♦❢ ♦✐❧ ♦✇♥❡&( ❛) )❤❡ ❞❛)❡ ♦❢ (✇✐)❝❤ ♠✉() ✐♥❝&❡❛(❡

)♦ ❦❡❡♣ ♣&✐❝❡( ❡;✉❛❧✳ ❲❤❡♥ ♦✐❧ ✐( ✉(❡❞ ❜❡❢♦&❡ ❝♦❛❧ ✭❝❤❡❛♣❡& )♦ ❡①)&❛❝) )❤❛♥ ❝♦❛❧✱ )❤❡ ❞❛)❡

♦❢ (✇✐)❝❤ ❢&♦♠ ♦✐❧ )♦ ❝♦❛❧ ✐( ♣♦()♣♦♥❡❞✱ (♦ )❤❛) )❤❡ ❡✛❡❝) ♦♥ ♣&♦✜)( ✐( ✉♥❞❡)❡&♠✐♥❡❞ ✐♥ )❤❡

❣❡♥❡&❛❧ ❝❛(❡✳ ❲❤❡♥ ♦✐❧ ✐( ✉(❡❞ ❜❡❢♦&❡ ❝♦❛❧✱ ✐❢ ♦✐❧ ✐( (❝❛&❝❡ ❡♥♦✉❣❤ ♦& ✐❢ )❤❡ ❡①)&❛❝)✐♦♥ ❝♦() ♦❢

♦✐❧ ✐( ❝❧♦(❡ ❡♥♦✉❣❤ )♦ )❤❡ ❡①)&❛❝)✐♦♥ ❝♦() ♦❢ ❝♦❛❧✱ )✐❣❤)❡♥✐♥❣ )❤❡ ❝❛&❜♦♥ &❡❣✉❧❛)✐♦♥ ✐♥❝&❡❛(❡(

)❤❡ ♣&♦✜)( ♦❢ ♦✐❧ ♦✇♥❡&(✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ )❤❡ &❡(♦✉&❝❡ ✐( &❡❧❛)✐✈❡❧② (❝❛&❝❡✱ )❤❡ (✇✐)❝❤ ❢&♦♠ ♦✐❧ )♦

❝♦❛❧ ♦❝❝✉&( ❡❛&❧②✳ ❚♦ ❝♦♠♣❡♥(❛)❡ )❤❡ ✐♥❝&❡❛(❡ ♦❢ )❤❡ ♣&✐❝❡ ♦❢ ❝♦❛❧✱ ♣&♦✜)( ♠✉() ✐♥❝&❡❛(❡

❡❛&❧②✳ ■❢ )❤❡ ♦✐❧ ❡①)&❛❝)✐♦♥ ❝♦() ✐( ❝❧♦(❡ ❡♥♦✉❣❤ )♦ )❤❡ ❝♦❛❧ ❡①)&❛❝)✐♦♥ ❝♦()✱ )✐❣❤)❡♥✐♥❣ )❤❡

❝❛&❜♦♥ &❡❣✉❧❛)✐♦♥ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ )♦ ✐♥❝&❡❛(❡ )❤❡ ❝♦♠♣❛&❛)✐✈❡ ❛❞✈❛♥)❛❣❡ ♦❢ ♦✐❧ ✐♥ )❡&♠( ♦❢ ♣♦❧❧✉✲

)✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞ ✇✐)❤ (✐♠✐❧❛& ❡①)&❛❝)✐♦♥ ❝♦()(✱ ❝♦❛❧ ❛♥❞ ♦✐❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡&❢❡❝) (✉❜()✐)✉)❡( ✐❢ ♥♦

❝❛&❜♦♥ &❡❣✉❧❛)✐♦♥ ✇❛( ✐♠♣❧❡♠❡♥)❡❞✳ ■❢ ♦✐❧ ✐( (✉✣❝✐❡♥)❧② ❧❡(( ♣♦❧❧✉)✐♥❣ )❤❛♥ ❝♦❛❧✱ ♦✐❧ ♦✇♥❡&(

✇✐❧❧ ❜❡♥❡✜) ❢&♦♠ ❛ )✐❣❤)❡& ❝❛&❜♦♥ &❡❣✉❧❛)✐♦♥✳ ■❢ )❤❡ ❡❧❛()✐❝✐)② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ✐( ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤✱
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❈❛♥❛❞❛ ✵✳✽ ✶✸✳✹ ✵✳✾

❯♥✐3❡❞ ❙3❛3❡, ✷✼✳✺ ✶✳✹ ✸✳✾

❈❡♥)$❛❧ ✫ ❙♦✉)❤ ❆♠❡$✐❝❛ ✶✳✺ ✽✳✸ ✹✳✷

❱❡♥❡③✉❡❧❛ ✵✳✶ ✻✳✺ ✷✳✼

❊✉$♦♣❡ ✽✳✾ ✶✳✶ ✷✳✽

❊✉$❛+✐❛ ✷✻✳✺ ✼✳✹ ✸✷✳✹

❘✉,,✐❛ ✶✽✳✸ ✹✳✺ ✷✼✳✵

▼✐❞❞❧❡ ❊❛+) ✵✳✶ ✺✻✳✸ ✹✶✳✵

■)❛♥ ✵✳✶ ✶✵✳✹ ✶✺✳✷

■)❛G ✳ ✽✳✻ ✶✳✽

❑✉✇❛✐3 ✳ ✼✳✽ ✵✳✾

◗❛3❛) ✳ ✶✳✶ ✶✹✳✻

❙❛✉❞✐ ❆)❛❜✐❛ ✳ ✷✵✳✶ ✹✳✶

❯♥✐3❡❞ ❆)❛❜ ❊♠✐)❛3❡, ✳ ✼✳✹ ✸✳✹

❆❢$✐❝❛ ✸✳✼ ✽✳✻ ✼✳✾

❆+✐❛ ✫ ❖❝❡❛♥✐❛ ✸✵✳✾ ✷✳✻ ✻✳✼

❆✉,3)❛❧✐❛ ✽✳✾ ✵✳✶ ✵✳✺

❈❤✐♥❛ ✶✸✳✸ ✶✳✷ ✶✳✸

■♥❞✐❛ ✼✳✵ ✵✳✹ ✵✳✻

❲♦$❧❞ ✶✵✵✳✵ ✶✵✵✳✵ ✶✵✵✳✵

❈❛❧❝✉❧✉% ❜❛%❡❞ ♦♥ +❤❡ ❊♥❡.❣② ■♥❢♦.♠❛+✐♦♥ ❆❞♠✐♥✐%+.❛+✐♦♥ ❞❛+❛ ♦✈❡. .❡❝♦✈❡.❛❜❧❡ ❝♦❛❧ .❡%❡.✈❡%✱ ♣.♦✈❡♥ ❝.✉❞❡

♦✐❧ .❡%❡.✈❡% ❛♥❞ ♣.♦✈❡♥ ♥❛+✉.❛❧ ❣❛% .❡%❡.✈❡%✳ ❊%+✐♠❛+❡% ♦❢ ❝♦❛❧ .❡%❡.✈❡% ❢♦. ■.❛:✱ ❑✉✇❛✐+✱ ◗❛+❛.✱ ❙❛✉❞✐ ❆.❛❜✐❛

❛♥❞ ❯♥✐+❡❞ ❆.❛❜ ❊♠✐.❛+❡% ❛.❡ ♠✐%%✐♥❣✳ ❖♥❧② ❝♦✉♥+.✐❡% ❤❛✈✐♥❣ ♠♦.❡ +❤❛♥ 5% ♦❢ ✇♦.❧❞ .❡%❡.✈❡% ♦❢ ❛+ ❧❡❛%+

♦♥❡ ❢♦%%✐❧ ❢✉❡❧ ❛.❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ +❤✐% +❛❜❧❡✳

✽



♦❢ "❡$♦✉"❝❡ i✿ (❤❡ ✉$❡ ♦❢ ♦♥❡ ✉♥✐( ♦❢ "❡$♦✉"❝❡ i ❧❡❛❞$ (♦ θi ✉♥✐($ ♦❢ CO2✳ ❲❡ ❛$$✉♠❡ (❤❛(

θo < θc ❛♥❞ θs = 0✳ ❲"✐(✐♥❣ ci✱ ❢♦" i = {o, c, s}✱ (❤❡ ❡①("❛❝(✐♦♥ ❝♦$( ♦❢ "❡$♦✉"❝❡ i✱ ✇❡ ❛$$✉♠❡

(❤❛( co < cs ❛♥❞ cc < cs✳ ❈♦❛❧ ✐$ ♥♦♥ ❡①❤❛✉$(✐❜❧❡ ✭♦" ❡9✉✐✈❛❧❡♥(❧② ❝♦❛❧ ✐$ ❛❜✉♥❞❛♥( ❡♥♦✉❣❤

♥♦( (♦ ❜❡ ❡①❤❛✉$(❡❞ ❢♦" (❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ "❡❣✉❧❛(✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥$✐❞❡"✮✳ ❙♦❧❛" ✐$ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ✐♥✜♥✐(❡

9✉❛♥(✐(② ❛( ❝♦$( cs ❚❤❡ ✐♥✐(✐❛❧ ❛♠♦✉♥( ♦❢ ♦✐❧ ✐$ ✇"✐((❡♥ X0
o ✳ ❚❤❡ ✈❛"✐❛(✐♦♥ ♦❢ ♦✐❧ $(♦❝❦ ✐$

❣✐✈❡♥ ❜②✿

Ẋo(t) = −xo(t)

❲❡ ❛$$✉♠❡ (❤❛( (❤❡ $♦❝✐❛❧ ❞✐$❝♦✉♥( "❛(❡ ✐$ ❝♦♥$(❛♥( ❛♥❞ ❡9✉❛❧$ r✳ ❚❤❡ ❝❛"❜♦♥ $(♦❝❦✱ ✇"✐((❡♥

Z(t)✱ ♠✉$( ❜❡ ❦❡♣( ✉♥❞❡" ❛ (❤"❡$❤♦❧❞ Z✳ ❚❤✐$ (❤"❡$❤♦❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥$✐❞❡"❡❞ ❛$ ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉$

❝♦♥$("❛✐♥(✱ ❢♦" ✐♥$(❛♥❝❡ $(❡♠♠✐♥❣ ❢"♦♠ ❛ ❑②♦(♦✲❧✐❦❡ D"♦(♦❝♦❧✳ ❚❤✐$ (②♣❡ ♦❢ ❝❛"❜♦♥ "❡❣✉❧❛(✐♦♥

✐$ ❝❧♦$❡" (♦ ✜"$(✲❜❡$( ❝❛"❜♦♥ "❡❣✉❧❛(✐♦♥ (❤❛( ❝♦♥$(❛♥( (❛① ♣♦❧✐❝② ❞✉❡ (♦ (❤❡ ❢❛❝( (❤❛( ♠❛"❣✐♥❛❧

❞❛♠❛❣❡ ❛"❡ $(❡❡♣❧② ✐♥❝"❡❛$✐♥❣ ✇✐(❤ (❤❡ ❝❛"❜♦♥ $(♦❝❦✳

✸

✳ ❙✐♥❝❡ (❤❡ ❞✐"(② ❜❛❝❦$(♦♣ ✐$ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

✐♥ ✐♥✜♥✐(❡ 9✉❛♥(✐(②✱ (❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐$ ❜✐♥❞✐♥❣ ❢♦" ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ Z✳ ❲❡ ❛$$✉♠❡ (❤❛( Z > Z0
✳

❚❤❡"❡ ✐$ ♥♦ ♥❛(✉"❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ ❝❛"❜♦♥✳ ❚❤✉$ (❤❡ ✈❛"✐❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❝❛"❜♦♥ $(♦❝❦ (❤"♦✉❣❤ (✐♠❡

✐$ $✐♠♣❧② ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Ż(t) = θoxo(t) + θcxc(t)

❚♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥( ❤✐$ ♦♣(✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝②✱ (❤❡ $♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡" ❤❛$ ❛ $♦❢( ♣♦✇❡"✿ ❤❡ ❝❛♥ ♣✉( ❛ ❝❛"❜♦♥

(❛① ♦♥ CO2 ❡♠✐$$✐♦♥$ ❜✉( ❝❛♥♥♦( ❢♦"❜✐❞ (❤❡ ✉$❡ ♦❢ ❛ ♣❛"(✐❝✉❧❛" "❡$♦✉"❝❡ ♦" $❡( ❛ $♣❡❝✐✜❝ (❛①✱

❛ 9✉♦(❛ ❢♦" ❡❛❝❤ ❞✐✛❡"❡♥( "❡$♦✉"❝❡✳ ❚❤✐$ ❝❛"❜♦♥ (❛① ❝❛♥ ❜❡ ♣❛✐❞ ❜② ❝♦♥$✉♠❡"$ ✭❞❡♠❛♥❞ $✐❞❡✮

♦" ❜② ❢♦$$✐❧ ❢✉❡❧$ ♣"♦✈✐❞❡"$ ✭❡①("❛❝(✐♦♥ $✐❞❡✮✳ ❘❡$♦✉"❝❡$ ♦✇♥❡"$ ❛"❡ ✐♥ ♣❡"❢❡❝( ❝♦♠♣❡(✐(✐♦♥✳

✸

❆❧❧ "❡$✉❧&$ ❢♦✉♥❞ ❜❡❧♦✇ ❤♦❧❞ ✇✐&❤ ❛ ❝♦♥$&❛♥& ❝❛"❜♦♥ &❛①✳ ❲✐&❤ ❛ ❝♦♥$&❛♥& ❝❛"❜♦♥ &❛① "❛&❤❡" &❤❛♥ ❛

❝❛"❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣✱ ♦"❞❡"✐♥❣ &❤❡ ❡①&"❛❝&✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ $✐♠♣❧❡"✳ ❲"✐&✐♥❣ µ✱ &❤❡ ✉♥✐&❛"② &❛①✱ &❤❡ ♦✐❧ ♣"✐❝❡ ❛♥❞

&❤❡ ❝♦❛❧ ♣"✐❝❡ "❡$♣❡❝&✐✈❡❧② ❜❡❝♦♠❡✿ co + λ0ert + θoµ ❛♥❞ cc + θcµ✳ ❇❡❝❛✉$❡✱ ❜❛❝❦$&♦♣ ♣"✐❝❡$ ❛"❡ ❝♦♥$&❛♥&

&❤"♦✉❣❤ &✐♠❡✱ ❢♦" ❛ ❣✐✈❡♥ $❡& ♦❢ ♣❛"❛♠❡&❡"$✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ❜❛❝❦$&♦♣ ✐$ ✉$❡❞ &❤"♦✉❣❤ &✐♠❡ ✭❝♦❛❧ ♦" $♦❧❛"✱ ❝♦❛❧ ♦"

❣❛$ ❡&❝✳✮✳ ❚❤✉$ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ &♦ ❣❡& ❜♦&❤ ❝♦❛❧ ❛♥❞ ♦✐❧ ✉$❡❞ ✭❛♥❞ ♦✐❧ ❡①❤❛✉$&❡❞✮ ✇"✐&❡ co + θoµ < cc + θcµ < cs
❛♥❞ θoX

0
o < Z − Z0

❚❤❡ $♦❧✉&✐♦♥ ♠✉$& $❛&✐$❢②✿

ˆ

T

0

D(co + λ0ert + θoµ)dt = X0

o

co + λ0erT + θoµ = Min(cs; cc + θcµ).

✾



✷✳✷ ❚❤❡ ❲❡❧❢❛)❡ ♠❛①✐♠✐③❛.✐♦♥ ♣)♦❣)❛♠

❚❤❡ #♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡+ #❡❡❦# -♦ ✜♥❞ -❤❡ ❡①-+❛❝-✐♦♥ {xo(t), xc(t), xs(t)} ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡# -❤❡ ♥❡-

❞✐#❝♦✉♥-❡❞ #♦❝✐❛❧ #✉+♣❧✉# ✉♥❞❡+ -❤❡ ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥-❛❧ ❝♦♥#-+❛✐♥-✿

ˆ ∞

0

e−rt

(

u(xo(t) + xc(t) + xs(t))− coxo(t)− ccxc(t)− csxs(t)

)

dt

#✳-✳

Ẋo(t) = −xo(t)

Ż(t) = θoxo(t) + θcxc(t)

Z(t) ≤ Z

Xo(t), xi(t) ≥ 0

✇✐-❤ Z0, X0
o ❣✐✈❡♥✳

❲+✐-✐♥❣ λo(t) -❤❡ #❤❛❞♦✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ -❤❡ +❡♠❛✐♥✐♥❣ #-♦❝❦ ♦❢ ♦✐❧ Xo(t) ❛♥❞ µ(t) -❤❡ #❤❛❞♦✇

❝♦#- ♦❢ -❤❡ ♣♦❧❧✉-✐♦♥ #-♦❝❦ Z(t)✱ ❚+❛♥#✈❡+#❛❧✐-② ❝♦♥❞✐-✐♦♥# ❛+❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

lim
t→∞

λo(t)e
−rtXo(t) = 0 ✭✷✳✶✮

lim
t→∞

µ(t)e−rtZ(t) = 0 ✭✷✳✷✮

❊C✉❛-✐♦♥ ✷✳✶ #✐♠♣❧② #-❛-❡# -❤❛- -❤❡ ❡①❤❛✉#-✐❜❧❡ +❡#♦✉+❝❡ ♠✉#- ❜❡ ❡①❤❛✉#-❡❞ ✐♥ -❤❡ ❧♦♥❣

+✉♥ ✐❢ -❤❡ #❝❛+❝✐-② +❡♥- ✐# ♣♦#✐-✐✈❡✳

✶✵



✷✳✸ ❋✐%&' ❖%❞❡% ❈♦♥❞✐'✐♦♥&

❲❡ ❞❡✜♥❡ %❤❡ ❝✉))❡♥% ✈❛❧✉❡ ❍❛♠✐❧%♦♥✐❛♥✿

H(t) = u(xo(t) + xc(t))− coxo(t)− ccxc(t)

−λo(t)xo

−µ(t)(θoxo(t) + θcxc(t))

❲✐%❤ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 5❧❛❝❦♥❡55 ❝♦♥❞✐%✐♦♥5✿

ν(t) ≥ 0, ❛♥❞ ν(t)(Z − Z(t)) = 0 ✭✷✳✸✮

β(t) ≥ 0 ❛♥❞ β(t)Xo(t) = 0 ✭✷✳✹✮

ǫ(t) ≥ 0, ❛♥❞ ǫ(t)xo(t) = 0 ✭✷✳✺✮

❋♦) ❛♥② ❝♦♥%)♦❧ {xo(t), xc(t)} %❤❡)❡ ❡①✐5% ❝♦✲5%❛%❡ ✈❛)✐❛❜❧❡5 λo(t)✱ µ(t)✱ %❤❛% ♠✉5% 5❛%✐5❢②

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐%✐♦♥5 %♦❣❡%❤❡) ✇✐%❤ ❚)❛♥5✈❡)5❛❧✐%② ❝♦♥❞✐%✐♦♥5 ❛♥❞ 5❧❛❝❦♥❡55 ❝♦♥❞✐%✐♦♥5✿

λ̇o(t) = rλo(t)−
∂H(t)

∂Xo(t)
⇐⇒ λ̇o(t) = rλo(t) + β(t) ✭✷✳✻✮

µ̇(t) = rµ(t)−
∂H(t)

∂Z(t)
⇐⇒ µ̇(t) = rµ(t) + ν(t) ✭✷✳✼✮

∂H(t)

∂xo(t)
= 0 ⇐⇒ po(t) = co + λo(t) + θoµ(t) ✭✷✳✽✮

∂H(t)

∂xc(t)
= 0 ⇐⇒ pc(t) = cc + θcµ(t) ✭✷✳✾✮

∂H(t)

∂xs(t)
= 0 ⇐⇒ ps(t) = cs ✭✷✳✶✵✮

❚❤❡ ❝♦✲5%❛%❡ ✈❛)✐❛❜❧❡ λo(t) )❡♣)❡5❡♥%5 %❤❡ ❝✉))❡♥% ✈❛❧✉❡ ♦❢ %❤❡ 5❝❛)❝✐%② )❡♥% ♦❢ %❤❡ ❡①✲

❤❛✉5%✐❜❧❡ )❡5♦✉)❝❡✳ ❆5 5❤♦✇♥ ✐♥ ❍♦%❡❧❧✐♥❣ ✭✶✾✸✶✮✱ ✐% ✐♥❝)❡❛5❡5 ❛% )❛%❡ r✿ %❤❡ ❞✐5❝♦✉♥%❡❞

♥❡% ♠❛)❣✐♥❛❧ 5✉)♣❧✉5 ♦❢ ❡①%)❛❝%✐♦♥ ♠✉5% ❜❡ ❝♦♥5%❛♥%✳ ❆❧♦♥❣ %❤❡ ♦♣%✐♠❛❧ ♣❛%❤✱ ❡①%)❛❝%✐♥❣ ❛

5✉♣♣❧❡♠❡♥%❛)② ✉♥✐% ♠✉5% ❜❡ ❡M✉✐✈❛❧❡♥% %♦ 5❛✈✐♥❣ ✐% ❢♦) ❛ ❧❛%%❡) ✉5❡✳ ❲)✐%✐♥❣ λ0
o ≡ λo(0)✱ ✐%

✶✶



❝♦♠❡$ %❤❛%✿

λo(t) = λ0
oe

rt.

❚❤❡ ❝♦✲$%❛%❡ ✈❛,✐❛❜❧❡ µ(t) ,❡♣,❡$❡♥%$ %❤❡ ❝✉,,❡♥% ✈❛❧✉❡ ♦❢ %❤❡ $❤❛❞♦✇ ❝♦$% ♦❢ ♠❛,❣✐♥❛❧

♣♦❧❧✉%✐♦♥✳ ■% ❡①❤✐❜✐%$ ❛ ❢❛♠✐❧✐❛, ♣❛%%❡,♥ ❞,✐✈❡♥ ❜② %❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✲$❤❛♣❡❞ ❝❛,❜♦♥ ,❡❣✉❧❛%✐♦♥✳ ■❢

%❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❞♦❡$ ♥♦% ❜✐♥❞ ❜✉% ✇✐❧❧ ❜✐♥❞✱ %❤❡ ♣♦❧❧✉%✐♦♥ ❝♦$% ✐♥❝,❡❛$❡$ ❛% %❤❡ ,❛%❡ ♦❢ %❤❡ ❞✐$❝♦✉♥%

,❛%❡✳ ❚❤❡ ✐♥%✉✐%✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ %❤✐$ ,❡$✉❧% ✐$ $✐♠✐❧❛, %♦ ❍♦%❡❧❧✐♥❣ ,✉❧❡ $✐♥❝❡ ❡♠✐$$✐♦♥$ ❝❛♥ ❜❡ $❡❡♥

❛$ ❡①%,❛❝%✐♥❣ ❝❧❡❛♥ ❛✐, ❢,♦♠ ❛ ,❡$❡,✈♦✐, ❞❡✜♥❡❞ ❜② Z −Z(t)✳ ❲✐%❤ ♣♦$✐%✐✈❡ ❝♦♥$%❛♥% ♥❛%✉,❛❧

❞✐❧✉%✐♦♥✱ %❤✐$ ,❡$✉❧% ✐$ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❲,✐%✐♥❣ µ0 ≡ µ(0)✱ ✐% ❝♦♠❡$ %❤❛%✿

µ(t) = µ0ert.

❚❤❡ ♦♣%✐♠❛❧ ♣,✐❝❡ ♦❢ ♦✐❧ ✐$ $✐♠♣❧② %❤❡ $✉♠ ♦❢ ✐%$ ❡①%,❛❝%✐♦♥ ❝♦$%✱ ✐%$ ♣♦❧❧✉%✐♦♥ ❝♦$% ❛♥❞ ✐%$

$❝❛,❝✐%② ,❡♥% ❜② ❡?✉❛%✐♦♥ ✷✳✽✳ ❚❤❡ ♦♣%✐♠❛❧ ♣,✐❝❡ ♦❢ ❝♦❛❧ ✐$ $✐♠♣❧② %❤❡ $✉♠ ♦❢ ✐%$ ❡①%,❛❝%✐♦♥

❝♦$% ❛♥❞ ✐%$ ♣♦❧❧✉%✐♦♥ ❝♦$% ❜② ❡?✉❛%✐♦♥ ✷✳✾✳ ❚❤❡ ✉♥✐%❛,② ♣♦❧❧✉%✐♦♥ ❝♦$% ♦❢ ❝❛,❜♦♥ ✐$ ✐♥❞❡♣❡♥✲

❞❡♥% ❢,♦♠ %❤❡ $♦✉,❝❡ ✐% ❝♦♠❡$ ❢,♦♠✱ ❜✉% %❤❡ ♣♦❧❧✉%✐♦♥ ❝♦$%$ ♦❢ ❡❛❝❤ ,❡$♦✉,❝❡ ❛,❡ ❞✐✛❡,❡♥%

$✐♥❝❡ ❝♦❛❧ ✐$ ♠♦,❡ ♣♦❧❧✉%✐♦♥ %❤❛♥ ❝♦❛❧ ❢♦, ❛ ❣✐✈❡♥ ❛♠♦✉♥% ♦❢ ❡♥❡,❣②✳

❋✐♥❞✐♥❣ %❤❡ ♦♣%✐♠❛❧ ❡①%,❛❝%✐♦♥ ♣❛%❤ ,❡?✉✐,❡$ %♦ ❞❡%❡,♠✐♥❡ %❤❡ ✐♥✐%✐❛❧ $❝❛,❝✐%② ,❡♥%✱ λ0
o✱

%❤❡ ✐♥✐%✐❛❧ $❤❛❞♦✇ ❝♦$% ♦❢ ♣♦❧❧✉%✐♦♥ µ0
❛♥❞ %❤❡ ❞❛%❡ ♦❢ $✇✐%❝❤ ❢,♦♠ ♦♥❡ ❢♦$$✐❧ ❢✉❡❧ %♦ ❛♥♦%❤❡,✱

t1✱ ❛♥❞ %❤❡ ❞❛%❡ %❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐$ ,❡❛❝❤❡❞✱ t✱ $✉❝❤ %❤❛% %❛❦✐♥❣ ❛❝❝♦✉♥% ♦❢ %❤❡ ❞②♥❛♠✐❝$ ♦❢ %❤❡

♣,✐❝❡$✱ %❤❡ $❝❛,❝✐%② ,❡♥% ❛♥❞ %❤❡ ❝❛,❜♦♥ %❛① ✭❡①♣,❡$$❡❞ ❜② ❡?✉❛%✐♦♥$ ✷✳✻✱ ✷✳✼✱ ✷✳✽✱ ✷✳✾✮✱ %❤❡

$♦❧✉%✐♦♥ ✈❡,✐✜❡$ %❤❛% %❤❡ ❡♥❡,❣② ♣,✐❝❡ ✐$ ❝♦♥%✐♥✉♦✉$ %❤,♦✉❣❤ %✐♠❡ ✭%❤✐$ ✐♠♣❧✐❡$ %❤❛% ♣,✐❝❡ ✐$

❝♦♥%✐♥✉♦✉$ ❛% %❤❡ $✇✐%❝❤ ❞❛%❡$ ❢,♦♠ ♦♥❡ ,❡$♦✉,❝❡ %♦ ❛♥♦%❤❡,✱ t1✱ ❛♥❞ t✮✳ ■❢ ♦✐❧ ✐$ ❡①❤❛✉$%❡❞✱

✐% ❣❡%$ ❡①❤❛✉$%❡❞ ✇❤❡♥ ✐%$ ♣,✐❝❡ ,❡❛❝❤❡$ %❤❡ ♣,✐❝❡ ♦❢ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ,❡$♦✉,❝❡ ✐♥ %❤❡ ❡①%,❛❝%✐♦♥

♦,❞❡, ✭✐❢ ♦✐❧ ✐$ ✉$❡❞ ✐♥ ✜,$% ♣♦$✐%✐♦♥✱ ❝♦❛❧ $✉❝❝❡❡❞$ %♦ ♦✐❧ ❛% %✐♠❡ t1✱ ✐❢ ♦✐❧ ✐$ ✉$❡❞ ✐♥ $❡❝♦♥❞

♣♦$✐%✐♦♥✱ $♦❧❛, $✉❝❝❡❡❞$ %♦ ♦✐❧✱ ❛% %✐♠❡ t✮✱ ❛♥❞ %❤❡ ❜❛❝❦$%♦♣ $%❛,%$ %♦ ❜❡ ✉$❡❞ ❡①❛❝%❧② ✇❤❡♥

%❤❡ ❝❛,❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣ $%❛,%$ %♦ ❜✐♥❞✱ ❛% %✐♠❡ t ✇❤❡♥ ❝✉♠✉❧❛%❡❞ ❡♠✐$$✐♦♥$ ❡?✉❛❧ Z − Z0
✳ ❚❤❡$❡

%❤,❡❡ %②♣❡$ ♦❢ ❝♦♥❞✐%✐♦♥$ ,❡♣,❡$❡♥% ♥❡❝❡$$❛,② ❛♥❞ $✉✣❝✐❡♥% ❝♦♥❞✐%✐♦♥$ %♦ ❣❡% ❛♥ ♦♣%✐♠❛❧

✶✷



❝♦♥#$♦❧ ♣♦❧✐❝②✳

❉❡❝❡♥#$❛❧✐③✐♥❣ #❤❡ ♦♣#✐♠❛❧ ❡①#$❛❝#✐♦♥ ♣❛#❤ $❡2✉✐$❡4 #♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥# ❛ ❝❛$❜♦♥ #❛①✳ ❲❡

4❤♦✇ ❜❡❧♦✇ #❤❛# ✇❤❡♥ ❜♦#❤ ♦✐❧ ❛♥❞ ❝♦❛❧ ❛$❡ ✉4❡❞ ❛♥❞ ♦✐❧ ❣❡#4 ❡①❤❛✉4#❡❞✱ ❛ ✉♥✐2✉❡ ❝❛$❜♦♥

#❛① ❡①✐4#4 #❤❛# ❛❧❧♦✇4 #♦ ❞❡❝❡♥#$❛❧✐③❡ #❤❡ ❡2✉✐❧✐❜$✐✉♠ ✭▲❡♠♠❛ ✶✮✳ ❚❤✐4 #❛① ♠✉4# ❡2✉❛❧ #❤❡

4❤❛❞♦✇ ❝♦4# ♦❢ ♣♦❧❧✉#✐♦♥✱ µ(t)✳ ■♥ #❤❛# ❝❛4❡✱ ✐❢ ♦✐❧ ❣❡#4 ❡①❤❛✉4#❡❞ ❝✉$$❡♥# ♠❛$❣✐♥❛❧ ♣$♦✜#

✇$✐#❡4 λo(t)✳

✷✳✹ ❖$❞❡$✐♥❣ $❡*♦✉$❝❡* ❡①/$❛❝/✐♦♥✿ /❤❡ ✧❧❡❛*/ ❝♦*/ ✜$*/✧ ♣$✐♥❝✐♣❧❡✳

❲✐#❤♦✉# ♥❛#✉$❛❧ ❛❜4♦$♣#✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐#❤♦✉# ❈❈❙✱ ✇❡ 4#♦♣ ✉4✐♥❣ ❢♦44✐❧ ❢✉❡❧4 ♦♥❝❡ #❤❡ CO2 ❝♦♥✲

❝❡♥#$❛#✐♦♥ $❡❛❝❤❡4 #❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❛# ❞❛#❡ t✱ #❤✉4 #❤❡ ❞❛#❡ #❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❜✐♥❞4 ❝♦$$❡4♣♦♥❞4 #♦ #❤❡

❞❛#❡ ♦❢ 4✇✐#❝❤ #♦ #❤❡ ❝❧❡❛♥ ❜❛❝❦4#♦♣✳ ❲✐#❤♦✉# ♥❛#✉$❛❧ ❛❜4♦$♣#✐♦♥✱ #❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥# ♦❢

♣♦❧❧✉#✐♦♥ ♣✉# ✐♥ #❤❡ ❛#♠♦4♣❤❡$❡ ✐4 ✜①❡❞ ❛♥❞ ❡2✉❛❧4 Z − Z0
✳

❲✐#❤ ❡2✉❛❧ ❡①#$❛❝#✐♦♥ ❝♦4#4✱ #❤❡$❡ ✐4 ♥♦ ♣❛$#✐❝✉❧❛$ ♦$❞❡$ ♦❢ ❡①#$❛❝#✐♦♥✱ ❡♥❡$❣② ♣$✐❝❡4 ❛$❡

❡2✉❛❧ #❤$♦✉❣❤ #❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛#❤ ✐❢ ❜♦#❤ $❡4♦✉$❝❡4 ❛$❡ ✉4❡❞✳ ❍❡$❡❛❢#❡$ ✐# ✐4 ❛44✉♠❡❞ #❤❛# ❡①✲

#$❛❝#✐♦♥ ❝♦4#4 ❛$❡ ❞✐✛❡$❡♥#✳ ❋$♦♠ ♣$✐❝❡ ❡2✉❛#✐♦♥4 ✷✳✽ ❛♥❞ ✷✳✾✱ ✐# ❝♦♠❡4 #❤❛♥ #❤❡$❡ ✐4 ♥♦ 4#♦♣✲

❛♥❞✲❣♦ ✐♥ #❤❡ ✉4❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧❧✉#✐♥❣ $❡4♦✉$❝❡ ❛♥❞ ♥♦ ❥♦✐♥# ✉4❡✳ ❆ $❡4♦✉$❝❡ ✇❤♦4❡ ❡①#$❛❝#✐♦♥ ❝♦4#

✐4 ❤✐❣❤❡$ #❤❛♥ ❛♥♦#❤❡$ $❡4♦✉$❝❡ ❝❛♥♥♦# ❜❡ ✉4❡❞ ❜❡❢♦$❡ #❤❛# $❡4♦✉$❝❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ #❤❡ ❍❡$✜♥❞❤❛❧

♣$✐♥❝✐♣❧❡ ✭❍❡$✜♥❞❛❤❧ ✭✶✾✻✼✮✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇✐#❤♦✉# ♥❛#✉$❛❧ ❞✐❧✉#✐♦♥ ♦❢ CO2✱ #❤❡ 4❝❛$❝✐#② $❡♥#

❛♥❞ #❤❡ ♣♦❧❧✉#✐♦♥ ❝♦4# ✐♥❝$❡❛4❡ ❛# #❤❡ 4❛♠❡ $❛#❡ r✳ ■❢ co < cc ❛♥❞ λ0
o+ θoµ

0 > θcµ
0
✱ ✐# ✇♦✉❧❞

✐♠♣❧② #❤❛# ∀t✱ pc(t) < po(t) ❛♥❞ ♦♥❧② ❝♦❛❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉4❡❞ ✇❤❡$❡❛4 ♦✐❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤❡❛♣❡$ ❛♥❞

❧❡44 ♣♦❧❧✉#✐♥❣ #❤❛♥ ❝♦❛❧✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♠♦♥❣ #❤❡ ❞✐✛❡$❡♥# ♣❛#❤4 ♦❢ ❡①#$❛❝#✐♦♥ ✭4❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✮✱ ♦♥❧② ❝❛4❡4 ✇❤❡$❡ ❜♦#❤

$❡4♦✉$❝❡4 ❛$❡ ✉4❡❞ ❛♥❞ ♦✐❧ ❣❡#4 ❡①❤❛✉4#❡❞ ✭❈❛4❡4 ✶✳❆ ❛♥❞ ✷✳❆✮ ❛$❡ $❡❧❡✈❛♥# #♦ 4#✉❞② #❤❡

●$❡② S❛$❛❞♦①✳ ■# ❢♦❧❧♦✇4 #❤❛# #❤❡ ❛♥❛❧②4✐4 ♦♥❧② ❢♦❝✉4❡4 ♦♥ #❤❡4❡ ❝❛4❡4✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ ❝♦♥❞✐#✐♦♥4

♦✈❡$ ♣❛$❛♠❡#❡$4 #♦ ❣❡# #❤❡4❡ ❝❛4❡4 ❛$❡ ❡①❛♠✐♥❡❞✳

✶✸



❚❛❜❧❡ ✸✿ ❚❤❡ ❞✐✛❡+❡♥- ❡①-+❛❝-✐♦♥ ♣❛-❤2 ✇✐-❤ -✇♦ ♣♦❧❧✉-✐♥❣ +❡2♦✉+❝❡2✳

❈❛"❡ ❈♦❛❧ ♣♦"✐(✐♦♥ ❖✐❧ ❈♦❛❧

❈❛2❡ ✶✳❆ cc > co ✉2❡❞✱ ❡①❤✳ ✉2❡❞

❈❛2❡ ✶✳❇ ✭◆♦- +❡❧❡✈❛♥-✮ ✳✳✳ ✉2❡❞ ✉2❡❞

❈❛2❡ ✷✳❆ cc < co ✉2❡❞✱ ❡①❤✳ ✉2❡❞

❈❛2❡ ✷✳❇ ✭◆♦- +❡❧❡✈❛♥-✮ ✳✳✳ ✉2❡❞ ✉2❡❞

❈❛2❡ ✷✳❈ ✭◆♦- +❡❧❡✈❛♥-✮ ✳✳✳ ♥♦- ✉2❡❞ ✉2❡❞

❈❛2❡ ✷✳❉ ✭◆♦- +❡❧❡✈❛♥-✮ ✳✳✳ ✉2❡❞ ♥♦- ✉2❡❞

✧✳✳✳✧ ♠❡❛♥& '❤❛' '❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ '❤❛' ❝❡❧❧ ✐& '❤❡ &❛♠❡ '❤❛♥ '❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ '❤❡ ❝❡❧❧ 0✐❣❤' ❛❜♦✈❡✳

✷✳✺ ❉❡❝❡♥'(❛❧✐③❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♦♣'✐♠❛❧ ❡①'(❛❝'✐♦♥ ♣❛'❤ ❜② ✉6✐♥❣ ❛ '❛①

♦♥ ❈❖✷ ❡♠✐66✐♦♥6

❲❡ ❛22✉♠❡ -❤❛- ❢♦22✐❧ ❢✉❡❧2 ♦✇♥❡+2 ❢❛❝❡ ♥♦ -❤+❡❛- ❝♦♥❝❡+♥✐♥❣ -❤❡✐+ ♣+♦♣❡+-② +✐❣❤-2 ♦✈❡+ -❤❡✐+

❢♦22✐❧ ❢✉❡❧2 +❡2❡+✈❡2 ✭❙❡❡ ❙-+❛♥❞ ✭✷✵✶✵✮ ❢♦+ ❛ 2-✉❞② ♦❢ -❤❡ ✐♠♣❛❝- ♦❢ ✉♥2❡❝✉+❡❞ ♣+♦♣❡+-②

+✐❣❤-2 ♦✈❡+ ❡①-+❛❝-✐♦♥✮✳ ❲❡ ❛22✉♠❡ -❤❛- -❤❡ -❛① 2❝❤❡♠❡ ♦❢ -❤❡ 2♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡+ ✐2 ❝+❡❞✐❜❧❡

❢♦+ ♣❡+❢❡❝-❧② ❢♦+❡2✐❣❤-❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧2 ❛♥❞ ❢♦22✐❧ ❢✉❡❧2 ♦✇♥❡+2 ❛+❡ ✐♥ ♣❡+❢❡❝- ❝♦♠♣❡-✐-✐♦♥✳ ❚❤❡

❝❛+❜♦♥ -❛① ❝❛♥ ❜❡ ♣❛✐❞ ❜② ❝♦♥2✉♠❡+2 ✭❞❡♠❛♥❞ 2✐❞❡✮ ♦+ ❜② ❢♦22✐❧ ❢✉❡❧2 ♣+♦✈✐❞❡+2 ✭❡①-+❛❝-✐♦♥

2✐❞❡✮✳ ❇♦-❤ ♦♣-✐♦♥2 ❧❡❛❞ -♦ -❤❡ 2❛♠❡ +❡2✉❧-2 ✐♥ -❤✐2 ❢+❛♠❡✇♦+❦✳

▲❡♠♠❛ ✶✳ ■❢ ❜♦$❤ ❝♦❛❧ ❛♥❞ ♦✐❧ ❛,❡ ✉/❡❞ ❛♥❞ ♦✐❧ ❣❡$/ ❡①❤❛✉/$❡❞✱ /❡$$✐♥❣ $❤❡ ❝❛,❜♦♥ $❛① $♦ $❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ $❤❡ /❤❛❞♦✇ ❝♦/$ ♦❢ ♣♦❧❧✉$✐♦♥✱ µ(t)✱ ✐/ $❤❡ ♦♥❧② ✇❛② $♦ ❞❡❝❡♥$,❛❧✐③❡ $❤❡ ♦♣$✐♠✉♠✳

■♥ ❛ ❞❡❝❡♥-+❛❧✐③❡❞ ❡❝♦♥♦♠②✱ ✇+✐-✐♥❣ π(t)✱ ✉♥✐-❛+② ♦✐❧ ♣+♦✜-2 ❛♥❞ τ(t) -❤❡ ❝❛+❜♦♥ -❛①✱

♦♣-✐♠❛❧ ♣+✐❝❡2 ♠✉2- ✇+✐-❡✿

po(t) = co + λo(t) + θoµ(t) = co + πo(t) + θoτ(t) ✇❤❡♥ po(t) < pc(t)

pc(t) = cc + θcµ(t) = cc + θcτ(t) ✇❤❡♥ po(t) > pc(t) ✇❤❡+❡ λo(t) ❛♥❞ µ(t) ❛+❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

-❤❡ 2❡- ♦❢ ♥❡❝❡22❛+② ❝♦♥❞✐-✐♦♥2 ♦✈❡+ -❤❡ ❝♦♥-✐♥✉✐-② ♦❢ -❤❡ ❡♥❡+❣② ♣+✐❝❡✱ ♦✐❧ ❡①❤❛✉2-✐♦♥✱ ❛♥❞

❝✉♠✉❧❛-✐✈❡ ❡♠✐22✐♦♥2✳

✶✹



❆ ♥❡❝❡$$❛&② ❝♦♥❞✐+✐♦♥ +♦ ❞❡❝❡♥+&❛❧✐③❡ +❤❡ ♦♣+✐♠✉♠ ✐$ +❤❛+ ♣&♦✜+$ ✐♥❝&❡❛$❡ ❛+ +❤❡ ✐♥+❡&✲

❡$+ &❛+❡✱ ♦+❤❡&✇✐$❡ ❢♦$$✐❧ ❢✉❡❧$ ♦✇♥❡&$ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝❡♥+✐✈❡ +♦ &❡❛❧❧♦❝❛+❡ +❤❡ &❡$♦✉&❝❡

❡①+&❛❝+✐♦♥ +♦ ✐♥❝&❡❛$❡ +❤❡✐& ♣&♦✜+$✳ ■+ ✐$ ❝❧❡❛& +❤❛+ $❡++✐♥❣ +❤❡ ❝❛&❜♦♥ +❛① ❛+ µ(t) ❛❧❧♦✇$ +♦

❞❡❝❡♥+&❛❧✐③❡ +❤❡ ♦♣+✐♠✉♠✳ ❲❡ $❤♦✇ +❤❛+ ✐❢ ❜♦+❤ &❡$♦✉&❝❡$ ❛&❡ ✉$❡❞ ❛♥❞ ♦✐❧ ❣❡+$ ❡①❤❛✉$+❡❞

+❤❛+ µ(t) ✐$ +❤❡ ♦♥❧② ❝❛&❜♦♥ +❛① +❤❛+ ❛❧❧♦✇$ +♦ ❞❡❝❡♥+&❛❧✐③❡ +❤❡ ❡>✉✐❧✐❜&✐✉♠✳ ❙✐♥❝❡ +❤❡ ❡♥❡&❣②

♣&✐❝❡ ♣❛+❤ ✐$ ❢✉❧❧② ❞❡+❡&♠✐♥❡❞ ❛♥❞ ✉♥✐>✉❡ ❛♥❞ ♣&♦✜+$ ♠✉$+ ✐♥❝&❡❛$❡ ❛+ &❛+❡ r✱ +❤❡ ❝❛&❜♦♥

+❛① ❤❛$ $♣❡❝✐✜❝ ❞②♥❛♠✐❝$✳ ■♥ ♦✉& ♠♦❞❡❧✱ ♦✐❧ ❛♥❞ ❝♦❛❧ ♣&✐❝❡$ ♥❡+ ♦❢ ❡①+&❛❝+✐♦♥ ❝♦$+ ✐♥❝&❡❛$❡

❛+ +❤❡ &❛+❡ ♦❢ +❤❡ $♦❝✐❛❧ ❞✐$❝♦✉♥+ &❛+❡✱ +❤✉$ +❤❡ +❛① ♠✉$+ ✐♥❝&❡❛$❡ ❛❧$♦ ❛+ +❤❡ $♦❝✐❛❧ ❞✐$❝♦✉♥+

&❛+❡✳ ❲❡ ❛$$✉♠❡ +❤❛+ ❜♦+❤ &❡$♦✉&❝❡$ ❛&❡ ✉$❡❞✱ ❛♥❞ ♦✐❧ ❣❡+$ ❡①❤❛✉$+❡❞✳ ■+ ✐$ ❝❧❡❛& +❤❛+ +❤❡

+❛① ❝❛♥♥♦+ ❜❡ ❞✐$❝♦♥+✐♥✉♦✉$ ✇❤❡♥ ❝♦❛❧ ✐$ ✉$❡❞ ♦& ✇❤❡♥ ♦✐❧ ✐$ ✉$❡❞✳ ❲❤❡♥ ❝♦❛❧ ✐$ ✉$❡❞✱ ❜②

❡>✉❛+✐♦♥ ✷✳✾✱ +❤❡ ❝❛&❜♦♥ +❛① ❡>✉❛❧$ µ(t) ❛♥❞ ✐♥❝&❡❛$❡$ ❛+ &❛+❡ r✳ ■❢ +❤❡ +❛① ✐$ ❞✐✛❡&❡♥+ +❤❛+

µ(t) ✇❤❡♥ ♦✐❧ ✐$ ✉$❡❞✱ +❤❡ ❝❛&❜♦♥ +❛① ♠✉$+ ❜❡ ❞✐$❝♦♥+✐♥✉♦✉$ ❛+ +❤❡ ❞❛+❡ ♦❢ $✇✐+❝❤ ❢&♦♠ ♦♥❡

❢♦$$✐❧ ❢✉❡❧ +♦ ❛♥♦+❤❡&✳ ❲❡ ❝❛❧❧ +❤❛+ ❞❛+❡ ♦❢ $✇✐+❝❤✱ t1✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ +❤❡&❡ ✐$ ♥♦ ❞♦✇♥✇❛&❞ ❥✉♠♣

♦❢ +❤❡ ❝❛&❜♦♥ +❛① ❛+ t1✱ $✐♥❝❡ ♦+❤❡&✇✐$❡ ♦✇♥❡&$ ♦❢ +❤❡ &❡$♦✉&❝❡ ✉$❡❞ ✐♥ ♣♦$✐+✐♦♥ 1 ✇♦✉❧❞

❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝❡♥+✐✈❡ +♦ ♣♦$+♣♦♥❡ +❤❡✐& ❡①+&❛❝+✐♦♥ +♦ ✐♥❝&❡❛$❡ +❤❡✐& ♣&♦✜+$✱ ❛♥❞ $✐♠✐❧❛&❧② +❤❡&❡

✐$ ♥♦ ✉♣✇❛&❞ ❥✉♠♣ $✐♥❝❡ ♦+❤❡&✇✐$❡✱ ♦✇♥❡&$ ♦❢ &❡$♦✉&❝❡ ✉$❡❞ ✐♥ ♣♦$✐+✐♦♥ 2 ❝♦✉❧❞ ✐♥❝&❡❛$❡ +❤❡✐&

♣&♦✜+$ ❜② ❜&✐♥❣✐♥❣ ❢♦&✇❛&❞ +❤❡✐& ❡①+&❛❝+✐♦♥✳ ■+ ❝♦♠❡$ +❤❛+ +❤❡ +❛① ✐$ ❝♦♥+✐♥✉♦✉$✱ ❛♥❞ +❤✉$

+❤❡&❡ ✐$ ❛ ✉♥✐>✉❡ ✐♥✐+✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ +❤❡ +❛① +❤❛+ ❛❧❧♦✇$ +♦ ❞❡❝❡♥+&❛❧✐③❡ +❤❡ ♦♣+✐♠✉♠✱ µ0
✳

■♥ ♦+❤❡& ✇♦&❞$✱ +❤❡ ❞②♥❛♠✐❝$ ♦❢ +❤❡ ❝❛&❜♦♥ +❛① ✐♥ $✉❝❤ ♠♦❞❡❧$ ✐$ ❛❧✇❛②$ ❣✐✈❡♥✱ ❜✉+ ✇❤❡♥

❜♦+❤ ♣♦❧❧✉+✐♥❣ &❡$♦✉&❝❡$ ❛&❡ ✉$❡❞✱ +❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ +❤❡ +❛① ✇❤❡♥ ❡①+&❛❝+✐♦♥ ❣♦❡$ ❢&♦♠ ♦♥❡ ♣♦❧✲

❧✉+✐♥❣ &❡$♦✉&❝❡ +♦ +❤❡ ♦+❤❡& ♣♦❧❧✉+✐♥❣ &❡$♦✉&❝❡ ✐$ ✜①❡❞ +❤✉$ +❤❡ ❡♥+✐&❡ +❛① ♣❛+❤ ✐$ ❞❡+❡&♠✐♥❡❞✳

❈♦"♦❧❧❛"② ✷✳ ❲❤❡♥ ❜♦&❤ '❡(♦✉'❝❡( ❛'❡ ✉(❡❞ ❛♥❞ ♦✐❧ ❣❡&( ❡①❤❛✉(&❡❞✱ ♠❛'❣✐♥❛❧ ♣'♦✜& ❛& &✐♠❡ t

✐( ❣✐✈❡♥ ❜② λo(t)✳ ❈✉♠✉❧❛&✐✈❡ ❞✐(❝♦✉♥&❡❞ ♣'♦✜&( ❛'❡ ♣'♦♣♦'&✐♦♥❛❧ &♦ &❤❡ ✐♥✐&✐❛❧ ✉♥✐&❛'② ♣'♦✜&✱

&❤❡ (❝❛'❝✐&② '❡♥& λ0
o✳ 9'♦✜&( ✐♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ &✐♠❡ 0 ✇'✐&❡✿

Π =

ˆ ∞

0

e−rtD(p(t))λo(t)dt = λ0
oXo

0.

■❢ ♦✐❧ ✐$ ♥♦+ ❡①❤❛✉$+❡❞✱ ♣❡&❢❡❝+ ❝♦♠♣❡+✐+✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ♦✐❧ ♦✇♥❡&$ ❛♥♥✐❤✐❧❛+❡$ ♣&♦✜+$✳ ❲❤❡♥

✶✺



♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦❧❧✉'✐♥❣ *❡+♦✉*❝❡ ✐+ ✉+❡❞ ✭❈❤❛❦*❛✈♦*'② ❡' ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✮✱ ❡✈❡♥ ✐❢ '❤❡ ❡♥❡*❣② ♣*✐❝❡ ✐+

✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ '❤*♦✉❣❤ '✐♠❡✱ '❤❡*❡ ✐+ ❛♥ ✐♥✜♥✐'❡ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ✇❛②+ ♦❢ +❡''✐♥❣ '❤❡ ❝❛*❜♦♥ '❛① ❛♥❞

'❤❡ +❝❛*❝✐'② *❡♥' '♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥' '❤❡ ♦♣'✐♠❛❧ ❡♥❡*❣② ♣*✐❝❡ ✉♥❞❡* '❤❡ ❝♦♥❞✐'✐♦♥+ '❤❛' ♣*♦✜'+

✐♥❝*❡❛+❡ ❛' *❛'❡ r ❛♥❞ '❤❡ ❡♥❡*❣② ♣*✐❝❡ ✐+ ❝♦♥'✐♥✉♦✉+✳ ❚❤❡ +♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡* ❝❛♥ ❛❧✇❛②+ ❜②

+❡''✐♥❣ ❛ '❛① ❝❛♣'✉*❡ '❤❡ ♣*♦✜'+ ♦❢ ♦✐❧ ♣*♦❞✉❝❡*+✳ ❚♦ ❢✉❧❧② ❝❛♣'✉*❡ ♣*♦✜'+✱ ❤❡ ❝❛♥ +❡' '❤❡

'❛① ❡A✉❛❧ '♦ '❤❡ ♦♣'✐♠❛❧ ♣*✐❝❡ ♥❡' ♦❢ ❡①'*❛❝'✐♦♥ ❝♦+'✳

✸ ❘❡#✉❧&#

✸✳✶ ❖✐❧ &❤❡♥ ❝♦❛❧✱ co < cc

■❢ co < cc✱ +✐♥❝❡ ♦✐❧ ✐+ ❧❡++ ♣♦❧❧✉'✐♥❣ '❤❛' ❝♦❛❧✱ ♦✐❧ ✐+ ♥❡❝❡++❛*✐❧② ✉+❡❞✳ ❚✇♦ ❝❛+❡+ ❡①✐+' ❞❡✲

♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡'❤❡* ♦✐❧ ❣❡'+ ❡①❤❛✉+'❡❞ ✭❝♦❛❧ ✉+❡❞✮ ♦* ♥♦' ✭❝♦❛❧ ♥♦' ✉+❡❞✮✳ ❖✐❧ ❣❡'+ ❡①❤❛✉+'❡❞

❛♥❞ ❜♦'❤ *❡+♦✉*❝❡+ ❛*❡ ✉+❡❞ ✐✛✳ X0
o < Z−Z0

θo
✳

❲❡ ❝♦♥+✐❞❡* ❈❛+❡ 1.A. X0
o < Z−Z0

θo
✱ ❜♦'❤ ♦✐❧ ❛♥❞ ❝♦❛❧ ❛*❡ ✉+❡❞ '♦ ❣❡' '♦ '❤❡ ❝❡❧❧✐♥❣✳ ❚❤❡

+♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥❡* ♠✉+' +❡' '❤❡ ❝❛*❜♦♥ '❛① +✉❝❤ '❤❛' ♦✐❧ ✐+ ❡①❤❛✉+'❡❞ ✇❤❡♥ ✐'+ ♣*✐❝❡ ❡A✉❛❧+ ❝♦❛❧

♣*✐❝❡✱ ❣✐✈❡♥ ♦✐❧ ❝♦♥+✉♠♣'✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦❛❧ ❝♦♥+✉♠♣'✐♦♥ ✉♥'✐❧ ❝♦❛❧ ♣*✐❝❡ ❡A✉❛❧+ '❤❡ ❜❛❝❦+'♦♣ ♣*✐❝❡

✇❤❡♥ '❤❡ ❝❛*❜♦♥ +'♦❝❦ *❡❛❝❤❡+ '❤❡ ❝❛*❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ❚❤❡ +♦❧✉'✐♦♥ {λ0
o, µ

0, t1, t}
✹

♠✉+' +❛'✐+❢②✿

co + λ0
oe

rt1 + θoµ
0ert1 = cc + θcµ

0ert1 ✭✸✳✶✮

cc + θcµ
0ert = cs ✭✸✳✷✮

ˆ t1

0

D(co + λ0
oe

rt + θoµ
0ert)dt = X0

o ✭✸✳✸✮

θoX
0
o +

ˆ t

t1

θcD(cc + θcµ
0ert)dt = Z − Z0

✭✸✳✹✮

❈❛(❡ 1.A ✐( ❞❡(❝-✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉-❡ ✹✳ ❇♦❧❞ ❝✉-✈❡( -❡♣-❡(❡♥8 ❝♦❛❧ ❛♥❞ ♦✐❧ ♣-✐❝❡( ❛♥❞ 8❤❡

♠❡❞✐✉♠ ❝✉-✈❡ -❡♣-❡(❡♥8 8❤❡ (❝❛-❝✐8② -❡♥8✳ ❚❤❡ ✐♥✐8✐❛❧ ♣-✐❝❡( ♣❛8❤( ❛-❡ ❞❡(❝-✐❜❡❞ ❜② 8❤❡

✹

■❢ X0
o > Z−Z

0

θo
✱ ♦✐❧ ✐& ♥♦( ❢✉❧❧② ❡①❤❛✉&(❡❞ ❛♥❞ (❤❡ &♦❧✉(✐♦♥ ✐& ❞❡&❝1✐❜❡❞ ❜② ❛ &✐♠✐❧❛1 &❡( ♦❢ ❡4✉❛(✐♦♥&✱

❡①❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦❛❧✱ ❛♥❞ &❡((✐♥❣ ♦✐❧ 1❡♥( (♦ ③❡1♦✱ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ ❡4✉❛(✐♦♥ ♦❢ ♦✐❧ ❡①❤❛✉&(✐♦♥ ✭❡4✉❛(✐♦♥ ✸✳✸✮ ❛♥❞ ❡4✉❛❧✐♥❣

✜♥❛❧ ♣1✐❝❡ ♦❢ ♦✐❧ (♦ (❤❡ ❜❛❝❦&(♦♣ ♣1✐❝❡✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ (❤❡ ❝❛1❜♦♥ (❛① ❛♥❞ (❤❡ &❝❛1❝✐(② 1❡♥( ❛1❡ ✉♥❞❡(❡1♠✐♥❡❞✳

❚❤❡ &♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡1 ✇✐❧❧ (❛❦❡ (❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❛1❜♦♥ (❛① 1❡✈❡♥✉❡& ❢♦1 ✐(&❡❧❢✱ ✐( ❝♦♠❡& (❤❛( ♣1♦✜(& ♦❢ ♦✐❧ ♣1♦❞✉❝❡1&

❛1❡ ❞✐&❝♦♥(✐♥✉♦✉& ❛♥❞ ❡①❤✐❜✐( ❛ ❞♦✇♥✇❛1❞ ❥✉♠♣& (♦ ③❡1♦ ✇❤❡♥ Z ❣♦❡& ♦✈❡1 Z0 + θoX
0
o

✶✻



♣❧❛✐♥ ❝✉'✈❡*✳ ❉♦..❡❞ ❝✉'✈❡* '❡♣'❡*❡♥. .❤❡*❡ ♣'✐❝❡ ❛♥❞ .❤❡ *❝❛'❝✐.② ❛❢.❡' ❛ ❞❡❝'❡❛*❡ ♦❢ .❤❡

❝❡✐❧✐♥❣✳ ❱❡'.✐❝❛❧ ❜♦❧❞ ❇❧❛❝❦ ❧✐♥❡* '❡♣'❡*❡♥. .❤❡ .❛① ❜② ✉♥✐. ♦❢ ♦✐❧ ❛♥❞ ❝♦❛❧ ❛♥❞ ✈❡'.✐❝❛❧ ❜♦❧❞

●'❡② ❧✐♥❡* '❡♣'❡*❡♥. .❤❡ ♦✐❧ ♣'♦✜.* ❛. .❤❡ ❞❛.❡ ♦❢ *✇✐.❝❤ ❢'♦♠ ♦♥❡ '❡*♦✉'❝❡ .♦ ❛♥♦.❤❡'✳

❘❡❞✉❝✐♥❣ .❤❡ ❝❛'❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐♥❝'❡❛*❡* .❤❡ ❝❛'❜♦♥ .❛① ✭❡✛❡❝. 1 ✐♥ ❋✐❣✉'❡ ✹✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❧❡.

❛**✉♠❡ .❤❛. .❤✐* ✐* ♥♦. .❤❡ ❝❛*❡✱ ✐. ❝♦♠❡* .❤❛. ❝♦❛❧ ♣'✐❝❡ ❞❡❝'❡❛*❡* ♦✈❡' .❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛.❤✳

❖✐❧ ♣'✐❝❡ ♠✉*. ❛❧*♦ ❞❡❝'❡❛*❡ ♦.❤❡'✇✐*❡✱ ❣❧♦❜❛❧ ♦✐❧ ❝♦♥*✉♠♣.✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ '❡❞✉❝❡❞ ✇❤✐❧❡ ❝♦❛❧

❝♦♥*✉♠♣.✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝'❡❛*❡❞✱ ❛♥❞ ♦✐❧ ✇♦✉❧❞ ♥♦. ❜❡ ❡①❤❛✉*.❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ ✐❢ ♦✐❧ ♣'✐❝❡

❞❡❝'❡❛*❡*✱ ♦✐❧ ❣❡.* ❡①❤❛✉*.❡❞ ❡❛'❧✐❡'✳ ❆. .❤❡ ♥❡✇ *✇✐.❝❤ ❞❛.❡ ❢'♦♠ ♦✐❧ .♦ ❝♦❛❧✱ .❤❡ ❝♦❛❧

♣'✐❝❡ ✐* .❤✉* ❧♦✇❡' .❤❛♥ .❤❡ *✇✐.❝❤ ♣'✐❝❡ ❜❡❢♦'❡ .❤❡ ❝❛'❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣ ✇❛* .✐❣❤.❡♥❡❞✱ .❤✉* ❝♦❛❧

❝♦♥*✉♠♣.✐♦♥ ✐♥❝'❡❛*❡*✳ ❈♦♥.'❛❞✐❝.✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣'✐❝❡ ❛. ✇❤✐❝❤ ❝♦❛❧ *.❛'.* .♦ ❜❡ ✉*❡❞ ✐♥❝'❡❛*❡*

✭❡✛❡❝. 2✮✳ ■♥❞❡❡❞ ❧❡. ❛**✉♠❡ .❤❛. .❤✐* ✐* .❤❡ ♦♣♣♦*✐.❡✳ ■❢ .❤❡ *✇✐.❝❤ ❞❛.❡ t1 ❞❡❝'❡❛*❡*✱ .❤❡

✐♥✐.✐❛❧ ❡♥❡'❣② ♣'✐❝❡ ♠✉*. ❞❡❝'❡❛*❡ .♦ ❦❡❡♣ ♦✐❧ ❡①❤❛✉*.❡❞✱ .❤✉* .❤❡ ♣'✐❝❡ ❛. ✇❤✐❝❤ ♦✐❧ ❣❡.*

❡①❤❛✉*.❡❞ ❛♥❞ ❝♦❛❧ *.❛'.* .♦ ❜❡ ✉*❡❞✱ ♠✉*. ❞❡❝'❡❛*❡* ✭❡✛❡❝. 3✮✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ ✇❤❡♥ .✐❣❤.❡♥✐♥❣

.❤❡ ❝❛'❜♦♥ ❝♦♥*.'❛✐♥. ❜② ❡J✉❛.✐♦♥ ✸✳✹✱ ❝♦❛❧ ❝♦♥*✉♠♣.✐♦♥ ♠✉*. ❞❡❝'❡❛*❡ .❤✉* .❤❡ ♣'✐❝❡ ❛.

✇❤✐❝❤ ❝♦❛❧ *.❛'.* .♦ ❜❡ ✉*❡❞ ♠✉*. ✐♥❝'❡❛*❡✳ ❈♦♥.'❛❞✐❝.✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❛.❡ .❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❜✐♥❞* ✐*

❜'♦✉❣❤. ❢♦'✇❛'❞ ✇❤❡♥ .❤❡ ❝❛'❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐* .✐❣❤.❡♥❡❞ ✭❡✛❡❝. 4✮✳

❚✐❣❤.❡♥✐♥❣ .❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❤❛* .✇♦ ❡✛❡❝.* ♦♥ ♦✐❧ ♣'♦✜.*✳ ❚❤❡ ♣'✐❝❡ ❛. ✇❤✐❝❤ ❝♦❛❧ *.❛'.* .♦ ❜❡

✉*❡❞ ✐♥❝'❡❛*❡* ✭❡✛❡❝. 1✮✱ *♦ .❤❛. ✈❛❧✉❡ ♦❢ .❤❡ .❛① ❛. .❤❡ ❞❛.❡ ♦❢ *✇✐.❝❤ ✭❧♦♥❣ ✈❡'.✐❝❛❧ ❜♦❧❞

❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡*✮✱ µ0ert1 ✐♥❝'❡❛*❡*✳ ❚❤❡ ♦✐❧ '❡♥. ❛. .❤❡ ❞❛.❡ ♦✐❧ ✐* ❡①❤❛✉*.❡❞ ✭✈❡'.✐❝❛❧ ❜♦❧❞ ●'❡②

❧✐♥❡*✮ ✐♥❝'❡❛*❡* ❛* ✇❡❧❧ ✭❡✛❡❝. 3✮✱ ❛* ✐. *❛.✐*✜❡* λ0
oe

rt1 = (cc − co) + (θc − θo)µ
0ert1 ✳ ❖♥ .❤❡

♦.❤❡' ❤❛♥❞✱ ❛* .❤❡ .❛① ✐♥❝'❡❛*❡*✱ .❤❡ ❛❢.❡'✲.❛① ♣'✐❝❡ ♦❢ ♦✐❧ ✐♥❝'❡❛*❡*✱ .❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❛. ❡❛❝❤

❞❛.❡ ❞❡❝'❡❛*❡* *♦ .❤❛. .❤❡ ❞❛.❡ t1 ❛. ✇❤✐❝❤ ♦✐❧ ✐* ❡①❤❛✉*.❡❞✱ ✐* ♣♦*.♣♦♥❡❞✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ♣'✐❝❡ ♦❢
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*❛♠❡ ❛. ❡❛❝❤ ❞❛.❡ ❞✉'✐♥❣ ❡①.'❛❝.✐♦♥✮ ❜✉. .♦ *❤♦'.❡♥ .❤❡ ❧❡♥❣.❤ ♦❢ ❡①.'❛❝.✐♦♥✱ .❤❛. ✐* .♦ *❛②

✶✼



 ♦ ❜#✐♥❣ ❢♦#✇❛#❞  ❤❡ ❞❛ ❡ ❛ ✇❤✐❝❤ ✇❡ .✇✐ ❝❤ ❢#♦♠ ❝♦❛❧  ♦  ❤❡ ❝❧❡❛♥ ❜❛❝❦. ♦♣✳ ❚❤❡ ❞❛ ❡ t1

♦❢ .✇✐ ❝❤ ❢#♦♠ ♦✐❧  ♦ ❝♦❛❧✱ ♦♥  ❤❡ ♦ ❤❡# ❤❛♥❞✱ ❝❛♥♥♦ ❜❡ ♠♦✈❡❞ ✭❛. ❧♦♥❣ ❛. Z −Z0 > θoX
0
o ✮✳

❙♦  ❤❛  ❤❡ .❡❝♦♥❞ ❡✛❡❝ ❞❡.❝#✐❜❡❞ ❡❛#❧✐❡# ✈❛♥✐.❤❡.✿ ✇❤❡♥  ❤❡  ❛① ✐♥❝#❡❛.❡.✱  ❤❡ ❞❛ ❡ t1

❛ ✇❤✐❝❤ ♦✐❧ ✐. ❡①❤❛✉. ❡❞ ✐. ♥♦ ♣♦. ♣♦♥❡❞✳ ❖♥  ❤❡ ♦ ❤❡# ❤❛♥❞✱  ❤❡ ✜#. ❡✛❡❝ ❞♦❡. ♥♦ 

❞✐.❛♣♣❡❛#✿  ❤❡ ❞❛ ❡ ❛ ✇❤✐❝❤ ❝♦❛❧ ❡① #❛❝ ✐♦♥ . ♦♣. ♠✉. ❜❡ ❜#♦✉❣❤ ❢♦#✇❛#❞✱ .♦  ❤❛  ❤❡  ❛①

♠✉. ✐♥❝#❡❛.❡ ❛ ❡❛❝❤ ❞❛ ❡ ✐♥ ♦#❞❡#  ♦ ♠❛❦❡  ❤❡ ♣#✐❝❡ ♦❢ ❝♦❛❧ cc + θcµ
0ert #❡❛❝❤ cs .♦♦♥❡#✳

❆. ❛ #❡.✉❧ ✱  ❤❡ ✜♥❛❧ ❜❡❢♦#❡  ❛① ♣#✐❝❡ ♦❢ ♦✐❧ ✐. ✐♥❝#❡❛.❡❞ ✭λ0
oe

rt1 = (cc− co)+(θc−θo)µ
0ert1✮✱

❛. t1 #❡♠❛✐♥.  ❤❡ .❛♠❡✱  ❤❡ .❝❛#❝✐ ② #❡♥ ♦❢ ♦✐❧ ♣#♦❞✉❝❡#. ✐♥❝#❡❛.❡.✳

▲❡♠♠❛ ✸✳ ∀Z > θoX
0
o + Z0

✱

dλ0
o

dZ
< 0

✐✛✳

D(p(t1))

D(p(0))

θc

θo
+ (θc − θo)

µ0

λ0
o

> 1

$%♦♦❢✳ ❉✐✛❡#❡♥ ✐❛ ✐♥❣  ❤❡ ♣#❡✈✐♦✉. .②. ❡♠ ✇✐ ❤ #❡.♣❡❝  ♦ Z✱ ✐ ❝♦♠❡.  ❤❛ 

dλ0
o

dZ
❤❛.  ❤❡ .✐❣♥ ♦❢✿

−θcD(p(t1)) + θoD(p(0)) + rθcµ
0θo

ˆ t1

0

D′(p(t))ertdt

 ❤❛ ❝❛♥ ❜❡ #❡✇#✐  ❡♥✱ ✉.✐♥❣  ❤❛ ṗ(t) = r(λ0
o + θ0µ

0)ert✱

−θcD(p(t1)) + θoD(p(0)) + θcµ
0θo

D(p(t1))−D(p(0))

λ0
o + θoµ0

 ❤✉. ✜♥❛❧❧②✱

dλ0
o

dZ
❤❛.  ❤❡ .✐❣♥ ♦❢✿

1−
D(p(t1))

D(p(0))

θc

θo
− (θc − θo)

µ0

λ0
o

✶✽



❘❡♠❛$❦ &❤❛& (θc − θo)
µ0

λ0
o

> 0✱ &❤❡♥ ❛ *✉✣❝✐❡♥& ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ✐* &❤❛& D(p(t1))
D(p(0))

θc
θo

> 1✳ ❲❤❡♥

D(p(t1)) = D(p(0))✱ ✐& ✐* ❛❧✇❛②* &❤❡ ❝❛*❡ &❤❛& D(p(t1))
D(p(0))

θc
θo

> 1✳ ❚❤✐* ✈❡$② *✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡

*❤♦✇* &❤❡ $♦❧❡ ♦❢ &❤❡ ❡❧❛*&✐❝✐&② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ♦♥ &❤❡ ♦✉&❝♦♠❡✳ ❲✐&❤♦✉& ❛♥② ♠♦$❡ ✐♥❢♦$♠❛&✐♦♥

♦♥ &❤✐* ❡❧❛*&✐❝✐&②✱ ♦♥❡ ❝❛♥✱ ❤♦✇❡✈❡$✱ *❤♦✇ &❤❛& ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣$♦♣♦*✐&✐♦♥* ❤♦❧❞✿

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✹✳ ∃ǫ∗  ✉❝❤ $❤❛$ ✿

{

∀p,−
D

′

(p)p

D(p)
≤ ǫ∗ ❛♥❞ Xo > D(cs)

}

=⇒
dλ0

o

dZ
< 0

■❢ $❤❡ ❡❧❛ $✐❝✐$② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ✐  ♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱ $✐❣❤$❡♥✐♥❣ $❤❡ ❝❛3❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐♥❝3❡❛ ❡ $❤❡ ♣3♦✜$

♦❢ ♦✐❧ ♣3♦❞✉❝❡3 ✳

83♦♦❢✳ ❲❡ ❦♥♦✇ &❤❛&

dλ0
o

dZ
< 0

✐✛✳

D(p(t1))

D(p(0))

θc

θo
+ (θc − θo)

µ0

λ0
o

> 1

❇② &❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ &❤❡♦$❡♠✱ &❤❡$❡ ❡①✐*&* ❛ ❞❛&❡ ti✱ *❛&✐*❢②✐♥❣ 0 ≤ ti ≤ t1 *✉❝❤ &❤❛&✿

D(p(t1))

D(p(0))
= 1 +

D
′

(p(ti))

D(p(0))
(p(t1)− p(0))

= 1 +
D

′

(p(ti))

D(p(ti))
p(ti)

D(p(ti))

D(p(0))

p(t1)− p(0)

p(ti)

≥ 1 +
D

′

(p(ti))

D(p(ti))
p(ti)

p(t1)− p(0)

p(ti)

❇✉&

p(t1)− p(0)

p(ti)
≤

p(t1)− p(0)

p(0)

≤
p(t1)− c0

p(0)− c0
− 1

≤ ert1 − 1

≤ e
r Xo

D(cs) − 1

✶✾



❙♦ "❤❛"

D(p(t1))

D(p(0))
≥ 1− (−

D
′

(p(ti))

D(p(ti))
p(ti))(e

r Xo

D(cs) − 1)

■❢ ∀p✱ −D
′

(p)
D(p) p ≤

1−θo/θc

e
r

Xo

D(cs)−1

≤ 1−θo/θc
er−1 ≡ ǫ∗✱ "❤❡♥ "✐❣❤"❡♥✐♥❣ "❤❡ ❝❛-❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐♥❝-❡❛0❡0 ♦✐❧

♣-♦✜"0✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✺✳ ∀Z > θoX
0
o + Z0

✱ ∃0 < θ∗(Z) < 1 !✉❝❤ %❤❛%✿

θo ≤ θ∗ =⇒
dλ0

o

dZ
< 0

■❢ %❤❡ ♣♦❧❧✉%✐♦♥ ❝♦♥%❡♥% ♦❢ ♦✐❧ ✐! ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤✱ %✐❣❤%❡♥✐♥❣ %❤❡ ❝❛2❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐♥❝2❡❛!❡! %❤❡ ♣2♦✜%

♦❢ ♦✐❧ ♣2♦❞✉❝❡2!✳

72♦♦❢✳ ❙"-❛✐❣❤"❢♦-✇❛-❞ ❢-♦♠ ▲❡♠♠❛ ✸

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✻✳ ∀Z > θoX
0
o + Z0

✱ ∀cc✱ ∃c
∗ < cc !✉❝❤ %❤❛% ∀co✿

cc ≥ co ≥ c∗ =⇒
dλ0

o

dZ
< 0

■❢ ♦✐❧ ❡①%2❛❝%✐♦♥ ❝♦!% ✐! ❝❧♦!❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢2♦♠ ❝♦❛❧ ❡①%2❛❝%✐♦♥ ❝♦!%✱ %✐❣❤%❡♥✐♥❣ %❤❡ ❝❛2❜♦♥

❝❡✐❧✐♥❣ ✐♥❝2❡❛!❡! %❤❡ ♣2♦✜% ♦❢ ♦✐❧ ♣2♦❞✉❝❡2!✳

72♦♦❢✳ ❯0✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✸✱ ❛♥❞ -❡♣❧❛❝✐♥❣ (θc − θo)
µ0

λ0
o

❜② 1− (cc−co)
λoert1

✱ ✐" ❝♦♠❡0 "❤❛"

dλ0
o

dZ
❤❛0 "❤❡

0✐❣♥ ♦❢✿

−
D(p(t1))

D(p(0))

θc

θo
+

(cc − co)

λoert1

✷✵



❇✉" λ0
oe

rt1 > (θc − θo)µ
0ert1 ✳ ❙♦ "❤❛"✿

dλ0
o

dZ
< −D(cs)

D(co)
θc
θo

+ (cc−co)
(θc−θo)µ0ert1 ✳

❇✉" (µ0ert1 , t− t1) ❛)❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✿

θc

ˆ t−t1

0

D(cc + µ0ert1+ru)du = Z̄ − Z0 − θoXo

µ0ert1er(t−t1) = cs − cc

❙♦ "❤❛" µ0ert1 ❞♦❡' ♥♦" ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ co ❛♥❞ ✐' '"+✐❝"❧② ♣♦'✐"✐✈❡ ❢♦+ ❛♥② Z̄✳ ❆" µ0e
rt1

❣✐✈❡♥✱ ❛'

−D(cs)
D(co)

θc
θo

+ (cc−co)
(θc−θo)µ0ert1 ✐' ❝♦♥"✐♥✉♦✉' ✇✐"❤ co ❛♥❞ ❞❡❝+❡❛'❡' ✇✐"❤ co ❛♥❞ ✐' '"+✐❝"❧② ♥❡❣❛"✐✈❡

❢♦+ co = cc✱ "❤❡♥ "❤❡+❡ ❡①✐'"' c∗ '✉❝❤ "❤❛" 8+♦♣♦'✐"✐♦♥ ✻ ❤♦❧❞'✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✼✳ ∀Z > θoX
0
o + Z0

✱ !❤❡$❡ ❡①✐'!' X∗(Z) '✉❝❤ !❤❛!✿

X0
o < X∗(Z) =⇒

dλ0
o

dZ
< 0

❋♦$ ❛ $❡'♦✉$❝❡ '❝❛$❝❡ ❡♥♦✉❣❤✱ !✐❣❤!❡♥✐♥❣ !❤❡ ❝❛$❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐♥❝$❡❛'❡' !❤❡ ♣$♦✜! ♦❢ ♦✐❧ ♣$♦❞✉❝✲

❡$'✳

8$♦♦❢✳ ❉❡♠❛♥❞' D(t1) ❛♥❞ D(0) ❛+❡ ❝♦♥"✐♥✉♦✉' ❢✉♥❝"✐♦♥' ♦❢ "❤❡ ✐♥✐"✐❛❧ ♦✐❧ '"♦❝❦ X0
o ✳ ▼♦+❡✲

♦✈❡+✱ limX→0
D(t1)
D(0) = 1✱ ❛' ❛ +❡'✉❧"✱ ∀ǫ✱ ∃X∗

'✉❝❤ "❤❛" X0
o < X∗ =⇒ D(t1)

D(0) ≥ 1 − ǫ✳ ❚❛❦❡

ǫ < θc−θo
θc

❛♥❞ "❤❡ ❝♦++❡'♣♦♥❞✐♥❣ X∗
✱ "❤❡♥ ✐" ✐' "❤❡ ❝❛'❡ "❤❛" ❢♦+ X0

o < X∗
✱

dλ0
o

dZ
< 0

❘❡♠❛$❦ ✽✳

lim
Z→Z0+θoX

+
o

λ0
o > 0

8$♦♦❢✳ ❯'✐♥❣ ❡B✉❛"✐♦♥ ✸✳✶✱ ✐" ❝♦♠❡' "❤❛" λ0
o = e−rt1(cc−co)+(θc−θo)µ

0
✳ ❘❡✇+✐"✐♥❣ ❡B✉❛"✐♦♥

✸✳✹ ✐♥"♦ X0
oθo +

´ t

t1
θcD(cc + θcµ

0ert)dt = Z − Z0
✱ ✐" ❝♦♠❡' "❤❛" lim

Z→Z0+θoX
+
o

(t − t1) = 0+✳

❯'✐♥❣ ❊B✉❛"✐♦♥ ✸✳✷✱ cc + θcµ
0ert = cs ✇❡ ❣❡" λ0

o = e−rt1(cc − co) + (θc − θo)
cs−cc
θcert

✳ ■❢

lim
Z→Z0+θoX

+
o

λ0
o = 0✱ "❤✉' lim

Z→Z0+θoX
+
o

e−rt1(cc−co)+(θc−θo)
cs−cc
θc

e−rt = 0 ❈♦♥"+❛❞✐❝"✐♦♥✳

✷✶



 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✾✳ ■❢ D′′ < 0✱ ∀Z
1
, Z

2
#✉❝❤ '❤❛'✱ Z

1
> Z

2
✱

dλ0
o

dZ |Z=Z
1
> 0 =⇒

dλ0
o

dZ |Z=Z
2
> 0

❋♦+ ❛ ❝♦♥❝❛✈❡ ♦+ ❧✐♥❡❛+ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝'✐♦♥✱ ♦✐❧ ♣+♦✜'# ❝❛♥♥♦' ❡①❤✐❜✐' ❛ ❯✲#❤❛♣❡ ✇❤❡♥ '❤❡

❝❛+❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐# '✐❣❤'❡♥❡❞✳ ■♥ ♦'❤❡+ ✇♦+❞#✱ ✇❤❡♥ '❤❡ ❡♥❡+❣② ❞❡♠❛♥❞ ✐# ❝♦♥❝❛✈❡ ♦+ ❧✐♥❡❛+✱

'❤❡ ●+❡② >❛+❛❞♦① ❝❛♥♥♦' ♦❝❝✉+ ✇❤❡♥ ♠❛❦✐♥❣ '❤❡ ❝❛+❜♦♥ +❡❣✉❧❛'✐♦♥ ♠♦+❡ #'+✐♥❣❡♥'✱ ✐❢ ✐' ❞♦❡#

♥♦ ♦❝❝✉+ ❢♦+ ❛ ❧❡## #'+✐❝' ❝❛+❜♦♥ +❡❣✉❧❛'✐♦♥✳

>+♦♦❢✳ ❋!♦♠ ▲❡♠♠❛ ✸✱

dλ0
o

dZ
❤❛* +❤❡ *✐❣♥ ♦❢N = −θce

rt1D(p(t1))+θoe
rt1D(p(0))+rθcµ

0ert1θo
´ t1
0

D′(p(t))ertdt

d2λo

dZdZ
❤❛* +❤❡ *✐❣♥ ♦❢

dN
dZ
✳

dN

dZ
=− θcD

′(p(t1))(λ
0
ore

rt1
dt1

dZ
+ θoµ

0rert1
dt1

dZ
+ θoe

rt1
dµ0

dZ
) + θoD

′(p(0))θo
dµ0

dZ

+ rθc
dµ0

dZ
θo

ˆ t1

0

D′()ertdt+ rθcµ
0θo

ˆ t1

0

D′′()ertθo
dµ0

dZ
ertdt

+D′(p(t1))e
rt1

dt1

dZ

=− θcD
′(p(t1)(λ

0
ore

rt1
dt1

dZ
+ θoe

rt1
dµ0

dZ
) + θoD

′(p(0))θo
dµ0

dZ

+ rθc
dµ0

dZ
θo

ˆ t1

0

D′()ertdt+ rθcµ
0θo

ˆ t1

0

D′′()ertθo
dµ0

dZ
ertdt

❆♣♣❧②✐♥❣ ✐♥+❡❣!❛+✐♦♥ ❜② ♣❛!+* +♦ r
´ t1
0

D′(p(t))ertdt✱ ✇❡ ❣❡+✿

dN

dZ
=− θcD

′(p(t1))(λ
0
ore

rt1
dt1

dZ
+ θoe

rt1
dµ0

dZ
) + θoD

′(p(0))θo
dµ0

dZ

+ θc
dµ0

dZ
θo

(

D′(p(t1))e
rt1 −D′(p(0))−

ˆ t1

0

D′′(p(t))ert(λ0
o + θoµ

0)rertdt

)

+ rθcµ
0θo

ˆ t1

0

D′′(p(t))ertθo
dµ0

dZ
ertdt

=− θcD
′(p(t1))λ

0
ore

rt1
dt1

dZ
+ (θo − θc)D

′(p(0))θo
dµ0

dZ

− θc
dµ0

dZ
θo

ˆ t1

0

D′′(p(t))rertλ0
oe

rtdt

■❢ D′′ ≤ 0✱ −θc
dµ0

dZ
θo
´ t1
0

D′′(p(t))rertλ0
oe

rtdt < 0 +❤✉* d2λo

dZdZ
| dλ0

o

dZ
=0

< 0✳

✷✷



✸✳✷ ❈♦❛❧ '❤❡♥ ♦✐❧✱ co > cc✳

■❢ co > cc✱ ✇✐%❤♦✉% ❝❛+❜♦♥ +❡❣✉❧❛%✐♦♥✱ ♦✐❧ ✇✐❧❧ ♥♦% ❜❡ ✉1❡❞ ✐♥ %❤❛% ❝❛1❡✳ ❚❤❡ ❝❛+❜♦♥ +❡❣✉❧❛%✐♦♥

♠❛② ❤❡❧♣ ♦✐❧ %♦ ❜❡ ✉1❡❞ ✐❢ ✐%1 ♣+✐❝❡ ❜❡❝♦♠❡1 ❝❤❡❛♣❡+ %❤❛♥ ❝♦❛❧ ♣+✐❝❡✳

❆1 1❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✱ ❢♦✉+ ❞✐✛❡+❡♥% ❝❛1❡1 ❡①✐1%✳ ❇♦%❤ ❝♦❛❧ ❛♥❞ ♦✐❧ ❛+❡ ✉1❡❞ %♦ ❣❡% %♦ %❤❡

❝❡✐❧✐♥❣✱ ❝♦❛❧ ✐1 ✉1❡❞ ✜+1%✱ ♦✐❧ ❣❡%1 ❡①❤❛✉1%❡❞ ✭❈❛1❡ 2.A✮✳ ❇♦%❤ ❝♦❛❧ ❛♥❞ ♦✐❧ ❛+❡ ✉1❡❞ %♦ ❣❡% %♦

%❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✱ ❝♦❛❧ ✐1 ✉1❡❞ ✜+1%✱ ♦✐❧ ✐1 ♥♦% ❡①❤❛✉1%❡❞ ✭❈❛1❡ 2.B✮✳ ❖♥❧② ♦✐❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉1❡❞ %♦ ❣❡% %♦

%❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✭❈❛1❡ 2.D✮✳ ❖♥❧② ❝♦❛❧ ✐1 ✉1❡❞ %♦ ❣❡% %♦ %❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✭❈❛1❡ 2.C✮✳ ❚❤❡ ♦♥❧② +❡❧❡✈❛♥%

❝❛1❡ %♦ 1%✉❞② ✐1 ❈❛1❡ 2.A ✇❤❡+❡ ❜♦%❤ +❡1♦✉+❝❡1 ❛+❡ ✉1❡❞✱ ❛♥❞ ♦✐❧ ❣❡%1 ❡①❤❛✉1%❡❞✳ ❲❡ 1❤♦✇

%❤❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥1 ♦✈❡+ ♣❛+❛♠❡%❡+1 %♦ ❣❡% %❤✐1 ❝❛1❡ ❜❡❧♦✇ ✭▲❡♠♠❛ ✶✵✮✳

❲❤❡♥ ♦✐❧ ✐1 ✉1❡❞ ❛❢%❡+ ❝♦❛❧ ❛♥❞ ❢✉❧❧② ❡①❤❛✉1%❡❞✱ %❤❡ 1♦❧✉%✐♦♥ {λ0
o, µ

0, t1, t}
✺

1❛%✐1✜❡1✿

co + λoe
rt1 + θoµ

0ert1 = cc + θcµ
0ert1 ✭✸✳✺✮

co + λoe
rt + θoµ

0ert = cs ✭✸✳✻✮

ˆ t

t1

D(p(t))dt = X0
o ✭✸✳✼✮

ˆ t1

0

θcD(p(t))dtθo + θoX
0
o = Z − Z0. ✭✸✳✽✮

❲❡ ❛11✉♠❡ %❤❛% +❡1♦✉+❝❡ ❡①%+❛❝%✐♦♥ ✐1 ❛1 ❞❡1❝+✐❜❡❞ ❜② ❈❛1❡ 2.A ❛♥❞ %❤❛% ❛❢%❡+ ❛ ♠❛+❣✐♥❛❧

❞❡❝+❡❛1❡ ♦❢ %❤❡ ❝❛+❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣ ✇❡ 1%✐❧❧ 1%❛② ✐♥ %❤❛% ❝❛1❡✳ ❈❛1❡ 2.A ✐1 ❞❡1❝+✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉+❡ ✹✳

❇♦❧❞ ❝✉+✈❡1 +❡♣+❡1❡♥% ❝♦❛❧ ❛♥❞ ♦✐❧ ♣+✐❝❡1 ❛♥❞ %❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❝✉+✈❡ +❡♣+❡1❡♥% %❤❡ 1❝❛+❝✐%② +❡♥%✳

❚❤❡ ✐♥✐%✐❛❧ ♣+✐❝❡1 ♣❛%❤1 ❛+❡ ❞❡1❝+✐❜❡❞ ❜② %❤❡ ♣❧❛✐♥ ❝✉+✈❡1✳ ❉♦%%❡❞ ❝✉+✈❡1 +❡♣+❡1❡♥% %❤❡1❡

♣+✐❝❡ ❛♥❞ %❤❡ 1❝❛+❝✐%② ❛❢%❡+ ❛ ❞❡❝+❡❛1❡ ♦❢ %❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ❱❡+%✐❝❛❧ ❜♦❧❞ ❇❧❛❝❦ ❧✐♥❡1 +❡♣+❡1❡♥% %❤❡

%❛① ❜② ✉♥✐% ♦❢ ♦✐❧ ❛♥❞ ❝♦❛❧ ❛♥❞ ✈❡+%✐❝❛❧ ❜♦❧❞ ●+❡② ❧✐♥❡1 +❡♣+❡1❡♥% %❤❡ ♦✐❧ ♣+♦✜%1 ❛% %❤❡ ❞❛%❡

♦❢ 1✇✐%❝❤ ❢+♦♠ ♦♥❡ +❡1♦✉+❝❡ %♦ ❛♥♦%❤❡+✳ ■♥ %❤❛% ❝❛1❡✱ %✐❣❤%❡♥✐♥❣ %❤❡ ❝❛+❜♦♥ +❡❣✉❧❛%✐♦♥ ✇✐❧❧

✐♥❝+❡❛1❡ %❤❡ ❝❛+❜♦♥ %❛①✱ ❜+✐♥❣ ❢♦+✇❛+❞ %❤❡ ❞❛%❡ ♦❢ 1✇✐%❝❤ %♦ ♦✐❧ ❛♥❞ %❤❡ ❞❛%❡ %❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣

❜✐♥❞1✱ ❛♥❞ ✐♥❝+❡❛1❡ ♦✐❧ ♣+♦✜%1✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✜+1% ❧❡% ✉1 +❡♠❛+❦ %❤❛% ✐❢ %❤❡ ❝❛1❡ ✐1 1%❛❜❧❡✱ ♦✐❧

❝♦♥1✉♠♣%✐♦♥ ✐1 ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ %❤✉1 %❤❡ ♣+✐❝❡ ❛% ✇❤✐❝❤ ♦✐❧ 1%❛+%1 %♦ ❜❡ ✉1❡❞ ✐1 ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥❞

✺

❙❡"# ♦❢ ❡&✉❛"✐♦♥# ❞❡#❝-✐❜✐♥❣ "❤❡ #♦❧✉"✐♦♥ ✐♥ "❤❡ ♦"❤❡- ❝❛#❡# ❛-❡ #"-❛✐❣❤"❢♦-✇❛-❞✳ ❋♦- ❈❛#❡ 2.A✱ "❤❡
❡&✉❛"✐♦♥ #❡" ✐# #✐♠✐❧❛-✱ ❡①❝❡♣" "❤❛" ❡&✉❛"✐♦♥ ✸✳✼ ♠✉#" ❜❡ ❞-♦♣♣❡❞ ❛♥❞ "❤❡ #❝❛-❝✐"② -❡♥" ✐# #❡" "♦ 0✳ ❋♦- ❝❛#❡#
2.D ❛♥❞ 2.C✱ "❤❡ #♦❧✉"✐♦♥ ✐# ❛# ❞❡#❝-✐❜❡❞ ❜② "❤❡ #♦❧✉"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♦♥❡✲-❡#♦✉-❝❡ ❝❛#❡✱ ❛# #❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡✳

✷✸



♥♦"❡❞ p1✳ ■❢ "❤❡ ❝❛+❜♦♥ "❛① ✐/ +❡❞✉❝❡❞✱ "❤✉/ "❤❡ ❞❛"❡ ♦❢ /✇✐"❝❤ ♠✉/" ❜❡ ♣♦/"♣♦♥❡❞✱ ❛♥❞

"❤✉/ "❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥/✉♠♣"✐♦♥ ♦❢ ❝♦❛❧ ✐♥❝+❡❛/❡/✱ "❤❛" ✐/ ♥♦" ♣♦//✐❜❧❡✳ ❚❤✉/ "❤❡ ❝❛+❜♦♥ "❛①

♠✉/" ✐♥❝+❡❛/❡ ✭❡✛❡❝" 1 ✐♥ ❋✐❣✉+❡ ✹✮ ❛♥❞ "❤❡ ❞❛"❡ ♦❢ /✇✐"❝❤ ✐/ ❜+♦✉❣❤" ❢♦+✇❛+❞ ✭❡✛❡❝" 2✮✳

❚❤❡ ❞❛"❡ "❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐/ +❡❛❝❤❡❞ ✐/ ❛❧/♦ ❜+♦✉❣❤" ❢♦+✇❛+❞ ✭❡✛❡❝" 4✮✱ ❛♥❞ "❤❡ ❧❡♥❣"❤ ♦❢ "❤❡ ♦✐❧

❝♦♥/✉♠♣"✐♦♥ ♣❡+✐♦❞ ✐/ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ /✐♥❝❡ "❤❡ /✉♠ ♦❢ "❤❡ /❝❛+❝✐"② +❡♥" ❛♥❞ "❤❡ ❝❛+❜♦♥ "❛① ❛"

"❤❡ /✇✐"❝❤ ❞❛"❡ ✐/ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❙✐♥❝❡ "❤❡ /✇✐"❝❤ ♣+✐❝❡ ✐/ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ "❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ "❤❡ "❛① ❛"

"❤❡ ❞❛"❡ ♦❢ /✇✐"❝❤ ✐/ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✭✈❡+"✐❝❛❧ ❜♦❧❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡/✮✱ "❤✉/ ♣+♦✜"/ ❛" "❤❛" ❞❛"❡ ♠✉/"

❜❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✭✈❡+"✐❝❛❧ ❜♦❧❞ ●+❡② ❧✐♥❡/✮✳ ❙✐♥❝❡ "❤❡ ❞❛"❡ ♦❢ /✇✐"❝❤ ✐/ ❜+♦✉❣❤" ❢♦+✇❛+❞✱ "❤❡

✐♥✐"✐❛❧ /❝❛+❝✐"② +❡♥" ♠✉/" ✐♥❝+❡❛/❡ ✭❡✛❡❝" 5✮ "♦ ❦❡❡♣ "❤❡ ♣+♦✜" ♦❢ "✐♠❡ t1 ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

▲❡♠♠❛ ✶✵✳ ■❢ cc < co✱ ❞✐✛❡'❡♥) ❝❛,❡, ❝❛♥ ❛'✐,❡✳

❼ ■❢ cs < θcco−θocc
θc−0θo

✱ ♦♥❧② ❝♦❛❧ ✐, ✉,❡❞ )♦ ❣❡) )♦ )❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✭❈❛,❡ 2.C✮ ❛♥❞ ♦✐❧ ✐, ♥❡✈❡'

✉,❡❞✳

❼ ■❢ cs >
θcco−θocc
θc−0θo

✱ )❤❡♥ ♦✐❧ ✐, ✉,❡❞ ✇❤❡♥ )❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐, ❛❜♦✉) )♦ ❜✐♥❞ ❛♥❞ ∃Z∗ ,✉❝❤ )❤❛)✿

✶✳ ■❢ Z < Z∗ ❛♥❞ X > Z̄−Z0

θ0
✱ ♦♥❧② ♦✐❧ ✐, ✉,❡❞ )♦ ❣❡) )♦ )❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦❛❧ ✐, ♥❡✈❡'

✉,❡❞ ✭❈❛,❡ ✷✳❉✮❀

✷✳ ■❢ Z > Z∗ ❛♥❞ X0
o > Z∗−Z0

θ0
✱ ❝♦❛❧ ✐, ✉,❡❞ ❛) )❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ )❤❡♥ ♦✐❧ ✐, ✉,❡❞ )♦ ❣❡)

)♦ )❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❜✉) ♦✐❧ ✐, ♥♦) ❡①❤❛✉,)❡❞ ✭❈❛,❡ 2.B✮ ❀

✸✳ ❖)❤❡'✇✐,❡✱ ✐❢ X ≤ min(Z
∗−Z0

θ0
, Z̄−Z0

θ0
) ❝♦❛❧ ✐, ✉,❡❞ ❛) )❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ )❤❡♥ ♦✐❧ ✐,

✉,❡❞ )♦ ❣❡) )♦ )❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❛♥❞ ✐, ❡①❤❛✉,)❡❞ ✭❈❛,❡ 2.A✮✳

B'♦♦❢✳ ❋✐+/"✱ +❡♠❛+❦ "❤❛" ✐❢ ❝♦❛❧ ✐/ ✉/❡❞ ❛" "❤❡ ❞❛"❡ ♦❢ /✇✐"❝❤ ✇✐"❤ /♦❧❛+ ✭"❤❡ ❞❛"❡ "❤❡

❝❡✐❧✐♥❣ ✐/ +❡❛❝❤❡❞✮✱ "❤❡♥ ♦✐❧ ✐/ ♥❡✈❡+ ✉/❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛//✉♠❡ "❤❛" ♦✐❧ ✐/ ✉/❡❞ ✜+/" ❛♥❞ "❤❡♥

❝♦❛❧ ✐/ ✉/❡❞✳ ■❢ ❝♦❛❧ ✐/ ✉/❡❞ ❛" "❤❡ /✇✐"❝❤ ❞❛"❡ ✇✐"❤ /♦❧❛+ t✱ "❤❡♥ ✐" ♠✉/" ❜❡ "❤❡ ❝❛/❡ "❤❛"

co+(θoµ
0+λ0

o)e
rt > cc+θcµ

0ert✱ ❜✉" "❤❡♥ ∀t ≤ t✱ co+(θoµ
0+λ0

o)e
rt > cc+θcµ

0ert✱ /♦ "❤❛"

♦✐❧ ✐/ ♥❡✈❡+ ✉/❡❞✳ ■❢ ❝♦❛❧ ✐/ ✉/❡❞ ❛❧♦♥❡ ✉♥"✐❧ "❤❡ ❞❛"❡ ♦❢ /✇✐"❝❤ ✇✐"❤ /♦❧❛+✱ "❤❡♥ "❤❡ ❝❛+❜♦♥

"❛① ❛" "❤✐/ ❞❛"❡✱ µ0ert✱ /❛"✐/✜❡/✿
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cc + θcµ
0ert = cs

❆ ♥❡❝❡$$❛&② ❝♦♥❞✐+✐♦♥ ❢♦& ❝♦❛❧ +♦ ❜❡ ✉$❡❞ ❛❧♦♥❡ ✉♥+✐❧ +❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐$ &❡❛❝❤❡❞ ✐$ +❤❛+✿

c0 + θoµ
0ert > cc + θcµ

0ert

❯$✐♥❣ +❤❛+ cc + θcµ
0ert = cs✱ ❛ ♥❡❝❡$$❛&② ❝♦♥❞✐+✐♦♥ ✐$ +❤❛+✿

co − cc ≥
θc − θo

θo
(cs − cc)

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ &❡✇&✐++❡♥✿

cs ≤
θcco − θocc

θc − θo

❙✐♠✐❧❛&❧②✱ ✐+ ✐$ ❡❛$② +♦ $❤♦✇ +❤❛+ ❛ ♥❡❝❡$$❛&② ❝♦♥❞✐+✐♦♥ ❢♦& ♦✐❧ +♦ ❜❡ ✉$❡❞ ❛+ +❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣

❞❛+❡ ✐$ +❤❛+ cs >
θcco−θocc

θc−θo
✳ ❙♦ +❤❛+ ♦✐❧ ✐$ ✉$❡❞ ❛+ +❤❡ ❞❛+❡ +❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐$ &❡❛❝❤❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②

✐❢ cs ≥
θcco−θocc

θc−θo
✳

❆$$✉♠❡ ♥♦✇ +❤❛+ cs > θcco−θocc
θc−θo

✱ +❤❡♥ ♦✐❧ ✐$ ✉$❡❞ ❛+ +❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❞❛+❡✳ ❈❛&❜♦♥ +❛① τ ❛+

+❤❡ ❞❛+❡ ♦✐❧ $+❛&+$ +♦ ❜❡ ✉$❡❞ ✐$ $✉❝❤ +❤❛+✿ co + λ0
oe

rt + θoτ ≤ cc + θcτ ✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ +❤❛+✿

τ ≥
co − cc

θc − θo

❚❤❡ ❧♦✇❡$+ ♣♦$$✐❜❧❡ ♦✐❧ ♣&✐❝❡ ♣❛+❤ ✐$ p(t) = co +
co−cc
θc−θo

ert✳ ❈❛❧❧ T ∗ +❤❡ ❞❛+❡ $✉❝❤ +❤❛+✿

co +
co − cc

θc − θo
erT

∗

= cs

❚❤❡♥ +❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥+ ♦❢ ♦✐❧ +❤❛+ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥$✉♠❡❞✱ ✐❢ cs >
θcco−θocc

θc−θo
✐$✿

X∗ =

ˆ T∗

0

D(co +
co − cc

θc − θo
ert)dt
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■❢ X0
o > X∗

✱ ♦✐❧ ✐& ♥♦( ❡①❤❛✉&(❡❞✳ ■❢ X0
o > X∗

❛♥❞ Z̄ > Z0 + θ0X
∗ ≡ Z∗✱ (❤❡♥ ❝♦❛❧ ✐& ✉&❡❞

✜2&(✱ (❤❡♥ ❛♥ ❛♠♦✉♥( X∗
♦❢ ♦✐❧ ✐& ✉&❡❞ (♦ ❣❡( (♦ (❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✱ ♦✐❧ ✐& ♥♦( ❡①❤❛✉&(❡❞ ✭❈❛&❡ 2.B✮✳

■❢ X0
o < X∗

❛♥❞ Z̄ < Z0 + θ0X✱ (❤❡♥ ♦♥❧② ♦✐❧ ✐& ✉&❡❞ (♦ ❣❡( (♦ (❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❛♥❞ ♦✐❧ ✐& ♥♦(

❡①❤❛✉&(❡❞ ✭❈❛&❡ 2.D✮✳ ■❢ X0
o < X∗

❛♥❞ ❛♥❞ Z̄ > Z0 + θ0X
0
o ✱ (❤❡♥ ❝♦❛❧ ✐& ✉&❡❞ ✜2&(✱ (❤❡♥

♦✐❧ ✐& ✉&❡❞ (♦ ❣❡( (♦ (❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❛♥❞ ✐& ❡①❤❛✉&(❡❞ ✭❈❛&❡ 2.A✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡2❡♥( ❝❛&❡& ✇❤❡♥ ♦✐❧ ✐&

❡①❤❛✉&(❡❞ ❛2❡ ✐♥❞✐❝❛(❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉2❡ ✹✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✶✶✳ ■❢ cs >
θocc−θcco

θo−θc
✱ ❛♥❞ X0

o < min(X∗, Z̄−Z0

θo
)✱ &❤❡♥✿

dλ0
o

dZ
< 0

❆+ ❧♦♥❣ ❛+ ❜♦&❤ 0❡+♦✉0❝❡+ ❛0❡ ✉+❡❞ ❛♥❞ ♦✐❧ ✐+ ❢✉❧❧② ✉+❡❞✱ &✐❣❤&❡♥✐♥❣ &❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❝♦♥+&0❛✐♥&

✐♥❝0❡❛+❡+ &❤❡ +❝❛0❝✐&② 0❡♥& ♦❢ ♦✐❧✳

60♦♦❢✳ ❙❡❡ &✉♣2❛✳

✹ ❈♦♥❝❧✉'✐♦♥'

❚❤✐& ♣❛♣❡2 &(✉❞✐❡& ❤♦✇ ♦✐❧ ♦✇♥❡2& ❝❛♥ ❜❡♥❡✜( ❢2♦♠ ❝❛2❜♦♥ (❛①❛(✐♦♥ ❡✈❡♥ ✐❢ (❛① 2❡✈❡♥✉❡&

❛2❡ ♥♦( 2❡❞✐&(2✐❜✉(❡❞✳ ❚❛①✐♥❣ ❝❛2❜♦♥ ❡♠✐&&✐♦♥& ❤❛✈❡ ❞✐✛❡2❡♥( ❡✛❡❝(& ♦♥ (❤❡ ♣2♦✜(& ♦❢ ❢♦&&✐❧

❢✉❡❧& ♦✇♥❡2& ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ (❤❡ ❝❤❛2❛❝(❡2✐&(✐❝& ♦❢ (❤❡ ❢♦&&✐❧ ❢✉❡❧& (❤❡② ♦✇♥ ✭❡①(2❛❝(✐♦♥ ❛♥❞

❞❡❧✐✈❡2② ❝♦&(&✱ 2❡&❡2✈❡& &✐③❡ ❛♥❞ ❝❛2❜♦♥ ❝♦♥(❡♥(✮✳ ❲❡ ❜✉✐❧( ❛ ❍♦(❡❧❧✐♥❣✲❧✐❦❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐(❤ (❤2❡❡

❡♥❡2❣② 2❡&♦✉2❝❡&✿ ♦✐❧ ✭❡①❤❛✉&(✐❜❧❡✱ ♣♦❧❧✉(✐♥❣✮✱ ❝♦❛❧ ✭♥♦♥ ❡①❤❛✉&(✐❜❧❡✱ ✈❡2② ♣♦❧❧✉(✐♥❣✮ ❛♥❞

&♦❧❛2 ❡♥❡2❣② ✭♥♦♥ ❡①❤❛✉&(✐❜❧❡✱ ♥♦♥ ♣♦❧❧✉(✐♥❣✮✳ ❚❤❡ CO2 ❝♦♥❝❡♥(2❛(✐♦♥ ♠✉&( ❜❡ ❦❡♣( ✉♥❞❡2

❛ ❝❛2❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ◆❛(✉2❛❧ ❞✐❧✉(✐♦♥ ✐& ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❖♣(✐♠❛❧ ❡①(2❛❝(✐♦♥ ♣❛(❤ ✐& ❞❡❝❡♥(2❛❧✐③❡❞ ❜②

❛ (❛① ♦♥ ❡♠✐&&✐♦♥&✱ ❛♥❞ (❛① 2❡✈❡♥✉❡& ❛2❡ ♥♦( 2❡❞✐&(2✐❜✉(❡❞✳ ❖✉2 2❡&✉❧(& ❝❛&( &♦♠❡ ❧✐❣❤( ♦♥

2❡❞✐&(2✐❜✉(✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝(& ♦❢ ❝❛2❜♦♥ (❛①❛(✐♦♥✳ ❈♦♥(2❛2② (♦ ▲✐&❦✐ ✫ ❚❛❤✈♦♥❡♥ ✭✷✵✵✹✮✱ ❇❡2❣&(2♦♠

✭✶✾✽✷✮✱ ✇❡ &❤♦✇ (❤❛( ❝❛♣(✉2✐♥❣ ♦✐❧ 2❡♥(& ✇✐(❤ R✐❣♦✉✈✐❛♥ (❛①❛(✐♦♥ ✐& ♥♦( ♣♦&&✐❜❧❡ ✇❤❡♥

♣♦❧❧✉(✐♦♥ ❝♦♠❡& ❢2♦♠ ✈❛2✐♦✉& &♦✉2❝❡&✱ ❛♥❞ (❤❛( (❛①✐♥❣ ❡♠✐&&✐♦♥& ♠❛② ✐♥❝2❡❛&❡ (❤❡ ♣2♦✜(& ♦❢

&♦♠❡ ❢♦&&✐❧ ❢✉❡❧& ♦✇♥❡2&✳ ❲❡ ✜2&( ❝❤❛2❛❝(❡2✐③❡❞ (❤❡ ❞✐✛❡2❡♥( ❡①(2❛❝(✐♦♥ ♣❛(❤& ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥

✷✻



♣❛"❛♠❡%❡"& ❛♥❞ ❢♦❝✉&❡❞ ♦♥ ❝❛&❡& ✇❤❡"❡ ❜♦%❤ ♦✐❧ ❛♥❞ ❝♦❛❧ ❛"❡ ✉&❡❞ ❛♥❞ ♦✐❧ ❣❡%& ❡①❤❛✉&%❡❞✳

❲❤❡♥ ♦✐❧ ✐& ✉&❡❞ ❜❡❢♦"❡ ❝♦❛❧✱ ✐❢ ♦✐❧ ✐& &❝❛"❝❡ ❡♥♦✉❣❤ ♦" ✐❢ %❤❡ ❡①%"❛❝%✐♦♥ ❝♦&% ♦❢ ♦✐❧ ✐& ❝❧♦&❡

❡♥♦✉❣❤ %♦ %❤❡ ❡①%"❛❝%✐♦♥ ❝♦&% ♦❢ ❝♦❛❧✱ %✐❣❤%❡♥✐♥❣ %❤❡ ❝❛"❜♦♥ "❡❣✉❧❛%✐♦♥ ✐♥❝"❡❛&❡& %❤❡ ♣"♦✜%&

♦❢ ♦✐❧ ♦✇♥❡"&✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ %❤❡ "❡&♦✉"❝❡ ✐& "❡❧❛%✐✈❡❧② &❝❛"❝❡✱ %❤❡ &✇✐%❝❤ ❢"♦♠ ♦✐❧ %♦ ❝♦❛❧ ♦❝❝✉"&

❡❛"❧②✳ ❚♦ ❝♦♠♣❡♥&❛%❡ %❤❡ ✐♥❝"❡❛&❡ ♦❢ %❤❡ ♣"✐❝❡ ♦❢ ❝♦❛❧✱ ♣"♦✜%& ♠✉&% ✐♥❝"❡❛&❡ ❡❛"❧②✳ ■❢ %❤❡ ♦✐❧

❡①%"❛❝%✐♦♥ ❝♦&% ✐& ❝❧♦&❡ ❡♥♦✉❣❤ %♦ %❤❡ ❝♦❛❧ ❡①%"❛❝%✐♦♥ ❝♦&%✱ %✐❣❤%❡♥✐♥❣ %❤❡ ❝❛"❜♦♥ "❡❣✉❧❛%✐♦♥

✇✐❧❧ ❧❡❛❞ %♦ ✐♥❝"❡❛&❡ %❤❡ ❝♦♠♣❛"❛%✐✈❡ ❛❞✈❛♥%❛❣❡ ♦❢ ♦✐❧ ✐♥ %❡"♠& ♦❢ ♣♦❧❧✉%✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞ ✇✐%❤

&✐♠✐❧❛" ❡①%"❛❝%✐♦♥ ❝♦&%&✱ ❝♦❛❧ ❛♥❞ ♦✐❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡"❢❡❝% &✉❜&%✐%✉%❡& ✐❢ ♥♦ ❝❛"❜♦♥ "❡❣✉❧❛%✐♦♥

✇❛& ✐♠♣❧❡♠❡♥%❡❞✳ ■❢ ♦✐❧ ✐& &✉✣❝✐❡♥%❧② ❧❡&& ♣♦❧❧✉%✐♥❣ %❤❛♥ ❝♦❛❧✱ ♦✐❧ ♦✇♥❡"& ✇✐❧❧ ❜❡♥❡✜% ❢"♦♠ ❛

%✐❣❤%❡" ❝❛"❜♦♥ "❡❣✉❧❛%✐♦♥✳ ■❢ %❤❡ ❡❧❛&%✐❝✐%② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ✐& ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤✱ %✐❣❤%❡♥✐♥❣ %❤❡ ❝❛"❜♦♥

❝❡✐❧✐♥❣ ✐♥❝"❡❛&❡& ♦✐❧ ♣"♦✜%&✳ ■❢ %❤❡ ❡♥❡"❣② ❞❡♠❛♥❞ ✐& ❝♦♥❝❛✈❡ ♦" ❧✐♥❡❛"✱ ♦✐❧ ♣"♦✜%& ❝❛♥♥♦%

❡①❤✐❜✐% ❛ ❯✲&❤❛♣❡ ✇❤❡♥ %❤❡ ❝❛"❜♦♥ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐& &%"❡♥❣%❤❡♥❡❞✳ ■❢ ♦✐❧ ✐& ✉&❡❞ ❛❢%❡" ❝♦❛❧ ✭♦✐❧ ✐&

♠♦"❡ ❡①♣❡♥&✐✈❡ %♦ ❡①%"❛❝%✮ ❛♥❞ ❡①❤❛✉&%❡❞✱ %✐❣❤%❡♥✐♥❣ %❤❡ ❝❛"❜♦♥ "❡❣✉❧❛%✐♦♥ "❡❞✉❝❡& ❝♦❛❧

❝♦♥&✉♠♣%✐♦♥✱ ❧❡%& ❣❧♦❜❛❧ ♦✐❧ ❝♦♥&✉♠♣%✐♦♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥❞ ✐♥❝"❡❛&❡& %❤❡ ♣"♦✜%& ♦❢ ♦✐❧ ♦✇♥❡"&✳

❖✉" "❡&✉❧%& ❧❡❛❞& %♦ "❡❝♦♥&✐❞❡" %❤❡ ❞❡❜❛%❡ ♦✈❡" ❝♦♠♣❡♥&❛%✐♦♥& ❢♦" ❧♦&&❡& ✐♥❞✉❝❡❞ ❜②
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