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❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s♦❝✐❛• ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡✱ r✱ ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ t❤✐s ✐s ❛•s♦ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✳ ❚❤❡ ❝❛r❜♦♥ st♦❝❦✱ Z(t)✱ ❤❛s t♦ ❜❡ ❦❡♣t ✉♥❞❡r ❛ t❤r❡s❤♦ 

•❞ Z✳ ❚❤✐s t❤r❡s❤♦•❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ st❡♠♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❑②♦t♦✲•✐❦❡ Pr♦t♦❝♦•✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ r❡❣✉•❛t✐♦♥ ✐s ❝•♦s❡r t♦ ✜rst✲❜❡st ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉•❛t✐♦♥ t❤❛♥ ❛ ❝♦♥st❛♥t t❛① ♣♦•✐❝②✱ ❛s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛• ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s st❡❡♣•② ✇✐t❤ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❝❛r❜♦♥ st♦❝❦✳ ✺ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✐s ❛✈❛✐•❛❜•❡ ✐♥ ✐♥✜♥✐t❡ q✉❛♥t✐t②✱ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ✐s ❜✐♥❞✐♥❣ ❢♦r ❛♥② ✈❛•✉❡ ♦❢ Z✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✺ ❆•• ♦❢ t❤❡ r❡s✉•ts ❜❡•♦✇ ❤♦•❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝❛r❜♦♥ t❛①✳ ✼ Z > Z 0 ✳
Z(t) ≤ Z X e (t), x i (t) ≥ 0 ✇✐t❤ Z 0 ❛♥❞ X 0 e ❣✐✈❡♥✳ ✻ ◆♦ ❝♦♥s❡♥s✉s ❡①✐sts ♦✈❡r t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♥❛t✉r❛• ❞✐•✉t✐♦♥❀ ✐t ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛❝❦♥♦✇•❡❞❣❡❞ t❤❛t ✐t ✐s r❡•❛t✐✈❡•② s♠❛••✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❆••❡♥ ❡t ❛•✳ ✭✷✵✵✾✮✱ t❤❡ r❡•❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝✉♠✉•❛t✐✈❡ ❡♠✐ss✐♦♥s ❛♥❞ ❣•♦❜❛• ✇❛r♠✐♥❣ ✐s ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♣❛t❤✇❛②✳ ❲❡ t❤✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♥❛t✉r❛• ❞✐•✉t✐♦♥ ✐s ♥❡❣•✐❣✐❜•❡✳ ✼ ❚❤❡ t♦t❛• s✉r♣•✉s ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣•✉s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡r ♦♥❡✳ ✽ ▲❡t λ e (t) ❜❡ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ✈❛•✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ st♦❝❦ ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ X e (t) ❛♥❞ µ(t) t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♣♦••✉t✐♦♥ st♦❝❦ Z(t)✳ ❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛•✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿ lim t→∞ λ e (t)e -rt X e (t) = 0 ✭✷✳✶✮ lim t→∞ µ(t)e -rt Z(t) = 0. ✭✷✳✷✮ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶ s✐♠♣•② st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ♠✉st ❜❡ ❡①❤❛✉st❡❞ ✐♥ t❤❡ •♦♥❣ r✉♥ ✐❢ t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ✷✳✸ ❚❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t✲✈❛•✉❡ ❍❛♠✐•t♦♥✐❛♥ ❛s✿ H(t) = u(x e (t) + x d (t) + x b (t)) -c e x e (t) -c d x d (t) -c b x b (t) -λ e (t)x e (t) -µ(t)(θ e x e (t) + θ d x d (t)). ❚❤✐s ❤❛s t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ s•❛❝❦♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ ν(t) ≥ 0 ❛♥❞ ν(t)( Z -Z(t)) = 0 β(t) ≥ 0 ❛♥❞ β(t)X e (t) = 0 γ(t) ≥ 0 ❛♥❞ γ(t)x e (t) = 0. ❋♦r ❛♥② ❝♦♥tr♦• {x e (t), x d (t), x b } t❤❡r❡ ❡①✐st ❝♦✲st❛t❡ ✈❛r✐❛❜•❡s λ e (t) ❛♥❞ µ(t)✱ t❤❛t ♠✉st s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛s ✇❡•• ❛s t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛•✐t② ❛♥❞ s•❛❝❦♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ λe (t) = rλ e (t) - ∂H(t) ∂X e (t) ⇐⇒ λe (t) = rλ e (t) + β(t) ✭✷✳✸✮ μ(t) = rµ(t) - ∂H(t) ∂Z(t) ⇐⇒ μ(t) = rµ(t) + ν(t) ✭✷✳✹✮ ✾ ∂H(t) ∂x e (t) = 0 ⇐⇒ p e (t) = c e + λ e (t) + θ e µ(t) ✭✷✳✺✮ ∂H(t) ∂x d (t) = 0 ⇐⇒ p d (t) = c d + θ d µ(t) ✭✷✳✻✮ ∂H(t) ∂x b (t) = 0 ⇐⇒ p b (t) = c b . ✭✷✳✼✮ ❚❤❡ ❝♦✲st❛t❡ ✈❛r✐❛❜•❡ λ e (t) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛•✉❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❍♦t❡••✐♥❣ ✭✶✾✸✶✮✱ t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s ❛t ❛ r❛t❡ ♦❢ r✿ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ♥❡t ♠❛r❣✐♥❛• s✉r♣•✉s ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❆•♦♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛• ♣❛t❤✱ ❡①tr❛❝t✐♥❣ ❛ s✉♣♣•❡♠❡♥t❛r② ✉♥✐t ♠✉st ❜❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ s❛✈✐♥❣ ✐t ❢♦r •❛t❡r ✉s❡✳ ❲r✐t✐♥❣ λ 0 e ≡ λ e (0)✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t✿ λ e (t) = λ 0 e e rt . ❚❤❡ ❝♦✲st❛t❡ ✈❛r✐❛❜•❡ µ(t) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛•✉❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ❝♦st ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛• ♣♦••✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❢❛♠✐•✐❛r ♣❛tt❡r♥ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉•❛t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❜✐♥❞ ✭❜✉t ✇✐•• ❜✐♥❞✮✱ t❤❡ ♣♦••✉t✐♦♥ ❝♦st r✐s❡s ❛t t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s r❡s✉•t ✐s s✐♠✐•❛r t♦ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❍♦t❡••✐♥❣ r✉•❡✱ ❛s ❡♠✐tt✐♥❣ CO 2 ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❡①tr❛❝t✐♥❣ ❝•❡❛♥ ❛✐r ❢r♦♠ ❛ r❡s❡r✈♦✐r ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛• st♦❝❦ ♦❢ ❝•❡❛♥ ❛✐r ❞❡✜♥❡❞ ❜② Z -Z 0 ✳ ❲r✐t✐♥❣ µ 0 ≡ µ(0)✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿ µ(t) = µ 0 e rt . ❲❡ s❤♦✇ ❜❡•♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ♣♦••✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ R e ❜❡✲ ❝♦♠❡s ❡①❤❛✉st❡❞✱ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝❛r❜♦♥ t❛① ❡①✐sts t❤❛t ❛••♦✇s t❤❡ ❡q✉✐•✐❜r✐✉♠ t♦ ❜❡ ❞❡❝❡♥tr❛•✐③❡❞ ✭▲❡♠♠❛ ✸✮✳ ❚❤✐s t❛① ❡q✉❛•s t❤❡ s❤❛❞♦✇ ❝♦st ♦❢ ♣♦••✉t✐♦♥✱ µ(t)✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❛r❣✐♥❛• ♣r♦✜t ❡q✉❛•s t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t✱ λ e (t)✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛• ♣r✐❝❡ ♦❢ R e ✐s s✐♠♣•② t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦st✱ ♣♦••✉t✐♦♥ ❝♦st ❛♥❞ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✺✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛• ♣r✐❝❡ ♦❢ R d ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦st ❛♥❞ ♣♦••✉t✐♦♥ ❝♦st ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✻✳ ❚❤❡ ✉♥✐t❛r② ♣♦••✉t✐♦♥ ❝♦st ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ s♦✉r❝❡✱ ❜✉t ♣♦••✉t✐♦♥ ❝♦sts ♣❡r ✉♥✐t ♦❢ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♣♦••✉t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥ts✳ ✶✵ ✸ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛• ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤ ✸✳✶ ❖r❞❡r✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜•❡ ✸✳ ❖♥•② t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ R e ❜❡❝♦♠❡s ❡①❤❛✉st❡❞ ✭❈❛s❡s ❆✶ ❛♥❞ ❇✶✮ ❛r❡ r❡•❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ❛♥❛•②s✐s ♦❢ t❤❡ •r❡② P❛r❛❞♦①✿ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❝❛s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❢✉••② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r✲ ♠✐♥❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ②✐❡•❞ t❤❡ r❡•❡✈❛♥t ❝❛s❡s✳ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts ❚❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ❚❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ❈❛s❡ ❆✶ c d > c e ❯s❡❞✱ ❡①❤✳ ❯s❡❞ ❈❛s❡ ❆✷ ✳✳✳ ❯s❡❞✱ ♥♦t ❡①❤✳✯ ◆♦t ✉s❡❞ ❈❛s❡ ❇✶ c d < c e ❯s❡❞✱ ❡①❤✳ ❯s❡❞ ❈❛s❡ ❇✷ ✳✳✳ ❯s❡❞✱ ♥♦t ❡①❤✳ ❯s❡❞ ❈❛s❡ ❇✸ ✳✳✳ ◆♦t ✉s❡❞ ❯s❡❞ ❈❛s❡ ❇✹ ✳✳✳ ❯s❡❞✱ ♥♦t ❡①❤✳✯ ◆♦t ✉s❡❞ ✏❡①❤✳✑ st❛♥❞s ❢♦r ✏❡①❤❛✉st❡❞✑✳ ✯■❢ X 0 e = Z-Z 0 θe ✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜♦r❞❡r•✐♥❡ ❝❛s❡✿ ♦♥•② Re ✐s ✉s❡❞ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s ❡①❤❛✉st❡❞✳ ❚❛❜•❡ ✸✿ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s ▲❡t r❡♠❛r❦ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r✐❝❡ ♣❛t❤s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ ❡q✉❛•s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ♣r✐❝❡s✳ ❙❡❝♦♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ st♦♣✲❛♥❞✲❣♦ ✐♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥② r❡s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ♥♦ s✐♠✉•t❛♥❡♦✉s ✉s❡✳ |❡s♦✉r❝❡ i ♣r✐❝❡ ✭i = {e, d, b}✮ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿ c i + d i e rt ✱ d i ∈ R + ✱ s♦ t❤❛t ♣r✐❝❡ ♣❛t❤s ❝❛♥ ❛t ♠♦st ❝r♦ss ♦♥❝❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t c i s✳ ❋✐♥❛••②✱ ✇✐t❤♦✉t ♥❛t✉r❛• ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛r❜♦♥ s❡q✉❡str❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦••✉t✐♦♥ ♣✉t ✐♥t♦ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ ❡q✉❛•s Z -Z 0 ✳ ❲❡ ✇✐•• st♦♣ ✉s✐♥❣ ❢♦ss✐• ❢✉❡•s ♦♥❝❡ t❤❡ CO 2 ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣✱ t❤✉s t❤❡ ❞❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ❜✐♥❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤ t♦ t❤❡ ❝•❡❛♥ ❜❛❝❦st♦♣✳ |❡❝❛•• t❤❛t R e ✐s •❡ss ♣♦••✉t✐♥❣ t❤❛♥ R d ✭θ e < θ d ✮ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦•❡ ♣❛♣❡r✳ ❚✇♦ ❣❡♥❡r❛• ❝❛s❡s ❛♣♣❡❛r✿ R e ✐s ❝❤❡❛♣❡r ♦r ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❛♥ R d ✭c e < c d ♦r c e > c d ✮✳ ✶✶ ✸✳✶✳✶ ❚❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❝❤❡❛♣❡r t♦ ❡①tr❛❝t t❤❛♥ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ■❢ c e < c d ✱ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ R e ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐•② ✉s❡❞ ✜rst✳ ❚❤✐s r❡s✉•t ❝♦♥❢♦r♠s t♦ t❤❡ ❍❡r✜♥❞❛❤• ♣r✐♥❝✐♣•❡ ✭❍❡r✜♥❞❛❤• ✶✾✻✼✮✳ ✽ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜•❡ ✸✱ t✇♦ ❝❛s❡s ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ❜♦t❤ ♣♦••✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡t t♦ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ✭R e ✐s ❡①❤❛✉st❡❞✱ ❈❛s❡ A1✮ ♦r ♦♥•② R e ✐s ✉s❡❞ ✭s♦ t❤❛t R d ✐s ♥❡✈❡r ✉s❡❞✱ ❈❛s❡ A2✮✳ ▲❡♠♠❛ ✶ ✐♠♠❡❞✐❛t❡•② ❢♦••♦✇s✿ ▲❡♠♠❛ ✶✳ ■❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❝❤❡❛♣❡r t♦ ❡①tr❛❝t t❤❛♥ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣✱ c e < c d ✱ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❝❛s❡s ❛r✐s❡✿ ❼ ■❢ X 0 e < Z-Z 0 θe ✱ ❜♦t❤ ♣♦••✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❡①❤❛✉st❡❞ ✭❈❛s❡ A1✮❀ ❼ ■❢ X 0 e ≥ Z-Z 0 θe ✱ ♦♥•② t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❣❡t t♦ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ✭❈❛s❡ A2✮✳ ❚❤❡ r❡•❡✈❛♥t ❝❛s❡ ❢♦r ❛♥❛•②s✐s ❤❡r❡ ✐s ❈❛s❡ A1✱ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ♣♦••✉t✐♥❣ r❡✲ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡
(t) = c d + θ d µ(t)✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❝❛r❜♦♥ st♦❝❦ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ❆t ❞❛t❡ t✱ t❤❡ ❞✐rt②✲❜❛❝❦st♦♣ ♣r✐❝❡ ❡q✉❛•s t❤❡ ❝•❡❛♥✲❜❛❝❦st♦♣ ♣r✐❝❡✱ p(t) = p d (t) = p b (t) = c b ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ st♦❝❦ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ✈❛•✉❡✱ Z(t) = Z✳ ✽ ❆ss✉♠❡✱ ❜② ✇❛② ♦❢ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❛t R d ✐s ✉s❡❞ ✜rst✳ |❡❝❛•• t❤❛t t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♣♦••✉t✐♦♥ ❝♦st ✐♥❝r❡❛s❡ ❛t r❛t❡ r✳ ■❢ c e < c d ❛♥❞ c e + λ 0 e + θ e µ 0 > c d + θ d µ 0 ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ R d ✐s ✉s❡❞ ✜rst✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ❢♦r ❛•• t✱ p d (t) < p e (t)✿ ♦♥•② R d ✐s ✉s❡❞ ✉♥t✐• t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❇✉t t❤❡♥✱ •♦✇❡r✐♥❣ λ 0 e ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ µ 0 ✱ s♦ t❤❛t R e ✐s ✉s❡❞ ✜rst✱ ✇♦✉•❞ ❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡ s♦❝✐❛• ♣•❛♥♥❡r✱ ❛s R e ✐s ❝❤❡❛♣❡r t♦ ❡①tr❛❝t ❛♥❞ •❡ss ♣♦••✉t✐♥❣✳ ✶✷ ❼ P❤❛s❡ 3✱ ]t, ∞[✿ ♦♥•② t❤❡ ❝•❡❛♥ ❜❛❝❦st♦♣ ✐s ✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❡q✉❛•s ✐ts ♣r✐❝❡✿ p(t) = p b (t) = c b ✳ ❬■♥s❡rt ❋✐❣✉r❡ ✶ ❤❡r❡✳( ❋✐♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛• ❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡ r❡q✉✐r❡s ✉s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛• s❝❛r❝✐t② r❡♥t✱ λ 0 e ✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛• s❤❛❞♦✇ ❝♦st ♦❢ ♣♦••✉t✐♦♥✱ µ 0 ✱ t❤❡ ❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ R e t♦ R d ✱ t s ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❡ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ t✳ ❚❤❡ s♦•✉t✐♦♥ (λ 0 e , µ 0 , t s , t)✱ ✇❤❡♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐s ♦❢ ❈❛s❡ A1 t②♣❡✱ ✾ ♠✉st s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ c e + λ 0 e e rt s + θ e µ 0 e rt s = c d + θ d µ 0 e rt s ✭✸✳✶✮ c d + θ d µ 0 e rt = c b ✭✸✳✷✮ ˆts 0 D(c e + λ 0 e e rt + θ e µ 0 e rt )dt = X 0 e ✭✸✳✸✮ θ e X 0 e + ˆt t s θ d D(c d + θ d µ 0 e rt )dt = Z -Z 0 . ✭✸✳✹✮ ❊q✉❛t✐♦♥s ✸✳✶ ❛♥❞ ✸✳✷ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❤❛s❡s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸ r❡✢❡❝ts R e ❡①❤❛✉st✐♦♥ ❛t ❞❛t❡ t s ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✹ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛• ❝♦♥str❛✐♥t ❜✐♥❞s ❛t t✐♠❡ t✳ |❡♠❛r❦ t❤❛t ✐❢ X 0 e = Z-Z 0 θe ✱ ♦♥•② t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞ ❛♥❞ ✐t ❜❡❝♦♠❡ ❡①❤❛✉st❡❞ ✭❜♦r❞❡r•✐♥❡ ❝❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ A1 ❛♥❞ A2✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❛① ❛r❡ ✉♥❞❡✜♥❡❞✱ ❛♥❞ ♦♥•② t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❛① ❛♥❞ t❤❡ r❡♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞✳ ✸✳✶✳✷ ❚❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❛♥ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ■❢ c e > c d ✱ ✇✐t❤♦✉t ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉•❛t✐♦♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ♥❡✈❡r ✉s❡❞✳ ✶✵ ❈❛r❜♦♥ r❡❣✉•❛t✐♦♥ ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ✐❢ ✐ts ❛❢t❡r✲t❛① ♣r✐❝❡ ❞r♦♣s ❜❡•♦✇ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣✳ ✾ ❋♦r ❈❛s❡ A2✱ t❤❡ s♦•✉t✐♦♥ ✐s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s♦•✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲r❡s♦✉r❝❡ ❝❛s❡✳ ✶✵ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡r❡ R d t♦ ❜❡ •❡ss ♣♦••✉t✐♥❣ t❤❛♥ R e ❛♥❞ c d < c e ✱ R e ✇♦✉•❞ ♥❡✈❡r ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉•❛t✐♦♥✳ ✶✸ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜•❡ ✸✱ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s ♣❡rt❛✐♥✳ ❋✐rst✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣✱ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✐s ✉s❡❞ ✜rst✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ❜❡❝♦♠❡s ❡①❤❛✉st❡❞ ✭❈❛s❡ B1✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❜♦t❤ ♣♦••✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣✱ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✜rst✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ♥♦t ❡①❤❛✉st❡❞ ✭❈❛s❡ B2✮✳ ❚❤✐r❞✱ ♦♥•② t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ✭❈❛s❡ B3✮✳ ▲❛st✱ ♦♥•② t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ✭❈❛s❡ B4✮✳ ❚❤❡ r❡•❡✈❛♥t ❝❛s❡ ❢♦r ❛♥❛•②s✐s ❤❡r❡ ✐s ❈❛s❡ B1✱ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❡①❤❛✉st❡❞✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s ❝❛s❡ t♦ ❝♦♠❡ ❛❜♦✉t ❜❡•♦✇ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✷✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s ✇❤❡♥ R e ✐s ✉s❡❞ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ▲❡♠♠❛ ✷✳ ■❢ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✐s ❝❤❡❛♣❡r t♦ ❡①tr❛❝t t❤❛♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡✱ c d < c e ✱ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❝❛s❡s ❛r✐s❡✿ ❼ ■❢ c b ≤ θ d ce-θec d θ d -θe ✱ ♦♥•② t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ✭❈❛s❡ B3✮✳ ❼ ■❢ c b > θ d ce-θec d θ d -θe ✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ✐s ❛❜♦✉t t♦ ❜✐♥❞ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts Z * s✉❝❤ t❤❛t✿ ✶✳ ■❢ Z ≤ Z * ❛♥❞ X 0 e ≥ Z-Z 0 θe ✱ ♦♥•② t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ✭❈❛s❡ B4✮❀ ✷✳ ■❢ Z > Z * ❛♥❞ X 0 e > Z * -Z 0 θe ✱ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✐s ✉s❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①✲ ❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ❜✉t ♥♦t ❡①❤❛✉st❡❞ ✭❈❛s❡ B2✮❀ ✸✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ X 0 e < Z-Z 0 θe ❛♥❞ X 0 e ≤ Z * -Z 0 θe t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✐s ✉s❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ❛♥❞ ✐s ❡①❤❛✉st❡❞ ✭❈❛s❡ B1✮✳ Pr♦♦❢ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳ ❬■♥s❡rt ❋✐❣✉r❡ ✷ ❤❡r❡✳( ✶✹ ❚❤❡ r❡•❡✈❛♥t ❝❛s❡ ❢♦r ❛♥❛•②s✐s ❤❡r❡ ✐s ❈❛s❡ B1✱ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ♣♦••✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❡①❤❛✉st❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡s✱ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✿ ❼ P❤❛s❡ 1✱ [0, t s ]✿ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡ ❡q✉❛•s t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ♣r✐❝❡✱ p(t) = p d (t) = c d + θ d µ(t)✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❝❛r❜♦♥ st♦❝❦ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜✉t ✐s str✐❝t•② ❜❡•♦✇ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣✳ ❆t ❞❛t❡ t s ✱ t❤✐s ♣r✐❝❡ ❡q✉❛•s t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡✱ p(t s ) = p d (t s ) = p e (t s )✳ ❼ P❤❛s❡ 2✱ ]t s , t]✿ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡ ❡q✉❛•s t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤✐s r❡s♦✉r❝❡✱ p(t) = p e (t) = c e + λ e (t) + θ e µ(t)✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❝❛r❜♦♥ st♦❝❦ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ❚❤✐s r❡s♦✉r❝❡ ❜❡❝♦♠❡s ❡①❤❛✉st❡❞ ❛t t✐♠❡ t✱ ✇❤❡♥ ✐ts ♣r✐❝❡ ❡q✉❛•s t❤❡ ❝•❡❛♥✲❜❛❝❦st♦♣ ♣r✐❝❡✱ p(t) = p e (t) = p b (t) = c b ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ st♦❝❦ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ✈❛•✉❡✱ Z(t) = Z✳ ❼ P❤❛s❡ 3✱ ]t, ∞[✿ ♦♥•② t❤❡ ❝•❡❛♥ ❜❛❝❦st♦♣ ✐s ✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❡q✉❛•s t❤❡ ❝•❡❛♥ ❜❛❝❦st♦♣ ♣r✐❝❡✱ p(t) = p b (t) = c b ✳ ❬■♥s❡rt ❋✐❣✉r❡ ✸ ❤❡r❡✳( ❋✐♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛• ❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡ r❡q✉✐r❡s ✉s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛• s❝❛r❝✐t② r❡♥t✱ λ 0 e ✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛• s❤❛❞♦✇ ❝♦st ♦❢ ♣♦••✉t✐♦♥✱ µ 0 ✱ t❤❡ ❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ R d t♦ R e ✱ t s ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❡ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ t✳ ❲❤❡♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐s ♦❢ ❈❛s❡ B1 t②♣❡✱ ✶✶ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ❛♥❞ ❡①❤❛✉st❡❞✱ t❤❡ s♦•✉t✐♦♥ (λ 0 e , µ 0 , t s , t) s❛t✐s✜❡s✿ c e + λ e e rt s + θ e µ 0 e rt s = c d + θ d µ 0 e rt s ✭✸✳✺✮ c e + λ e e rt + θ e µ 0 e rt = c b ✭✸✳✻✮ ˆt t s D(p(t))dt = X 0 e ✭✸✳✼✮ ˆts 0 θ d D(p(t))dt + θ e X 0 e = Z -Z 0 . ✭✸✳✽✮ ✶✶ ❋♦r ❈❛s❡ B2✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ s❡t ✐s s✐♠✐•❛r✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✼ ✐s ❞r♦♣♣❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ✐s s❡t t♦ 0✳ ❋♦r ❝❛s❡s B3 ❛♥❞ B4✱ t❤❡ s♦•✉t✐♦♥ ✐s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s♦•✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲r❡s♦✉r❝❡ ❝❛s❡✳ ✶✺ ❊q✉❛t✐♦♥s ✸✳✺ ❛♥❞ ✸✳✻ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❤❛s❡s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✼ r❡✢❡❝ts R e ❡①❤❛✉st✐♦♥ ❛t ❞❛t❡ t ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✽ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛• ❝♦♥str❛✐♥t ❜✐♥❞s ❛t t✐♠❡ t✳ |❡♠❛r❦ t❤❛t ✐❢ c b > θec d -θ d ce θe-θ d ❛♥❞ X 0 e = min(X * , Z-Z 0 θe )✱ ♦♥•② t❤❡ ❡①✲ ❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞ ❛♥❞ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❡①❤❛✉st❡❞ ✭❜♦r❞❡r•✐♥❡ ❝❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ B1 ❛♥❞ ❡✐t❤❡r B2 ♦r B4✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❛① ❛r❡ ✉♥❞❡✜♥❡❞✱ ❛♥❞ ♦♥•② t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❛① ❛♥❞ t❤❡ r❡♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞✳ ✸✳✷ ❉❡❝❡♥tr❛•✐③❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❛ t❛① ♦♥ CO 2 ❡♠✐ss✐♦♥s ❚❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✐s ❞❡❝❡♥tr❛•✐③❡❞ ❜② ❛ t❛① ♦♥ CO 2 ❡♠✐ss✐♦♥s✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ t❛① s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ s♦❝✐❛• ♣•❛♥♥❡r ✐s ❝r❡❞✐❜•❡ ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛•s ✇✐t❤ ♣❡r❢❡❝t ❢♦r❡s✐❣❤t✱ ❛♥❞ t❤❛t ❢♦ss✐•✲❢✉❡• ♦✇♥❡rs ❛r❡ ✐♥ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ♣r♦✜ts ❝♦♠❡ ♦♥•② ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛r❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦ss✐•✲ ❢✉❡• ♦✇♥❡rs ❛r❡ ❢❛❝❡❞ ✇✐t❤ ♥♦ t❤r❡❛ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ♦✈❡r t❤❡✐r ❢♦ss✐•✲❢✉❡• r❡s❡r✈❡s ✭s❡❡ ❙tr❛♥❞ ✷✵✶✵ ♦♥ t❤✐s ✐ss✉❡✮✳ ❚❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❛① ❝❛♥ ❜❡ ♣❛✐❞ ❜② ❝♦♥s✉♠❡rs ✭❞❡♠❛♥❞ s✐❞❡✮ ♦r ❜② ❢♦ss✐•✲❢✉❡• ♦✇♥❡rs ✭❡①tr❛❝t✐♦♥ s✐❞❡✮✳ ❚❤❡ t❛① ✐s ✇♦r•❞✇✐❞❡✿ ♥♦ ♠❛r❦❡t ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡♠♣t ♦❢ t❤❡ t❛①✳ ▲❡♠♠❛ ✸✳ ■❢ ❜♦t❤ ♣♦••✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ R e ❜❡❝♦♠❡s ❡①❤❛✉st❡❞✱ t❤❡ ♦♥•② ✇❛② t♦ ❞❡❝❡♥tr❛•✐③❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✐s t♦ s❡t t❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❛① ❛t t❤❡ ✈❛•✉❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ❝♦st ♦❢ ♣♦••✉t✐♦♥✱ µ(t)✳ ■♥ ❛ ❞❡❝❡♥tr❛•✐③❡❞ ❡❝♦♥♦♠②✱ ✇✐t❤ π(t) ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♣r♦✜ts ♣❡r ✉♥✐t ♦❢ t❤❡ ♦✇♥❡rs ♦❢ R e ❛♥❞ τ (t) t❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❛①✱ ♦♣t✐♠❛• ♣r✐❝❡s ❛r❡✿ p e (t) = c e + λ e (t) + θ e µ(t) = c e + π e (t) + θ e τ (t) when p e (t) < p d (t) p d (t) = c d + θ d µ(t) = c d + θ d τ (t) when p e (t) > p d (t) ✇❤❡r❡ λ e (t) ❛♥❞ µ(t) ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡t ♦❢ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡✱ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐♦♥ ♦❢ R e ✱ ❛♥❞ ❝✉♠✉•❛t✐✈❡ ❡♠✐ss✐♦♥s ✭s②st❡♠s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✸✳✶✲✸✳✹ ❛♥❞ ✸✳✺✲✸✳✽✮✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛• ❛❢t❡r✲t❛① r❡s♦✉r❝❡ ♣r✐❝❡ ♣❛t❤s ❛r❡ ❢✉••② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡✳ ✶✻ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡❝❡♥tr❛•✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✐s t❤❛t ♣r♦✜ts ✐♥❝r❡❛s❡ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❢♦ss✐•✲❢✉❡• ♦✇♥❡rs ✇♦✉•❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ r❡❛••♦❝❛t❡ r❡s♦✉r❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡✐r ♣r♦✜ts✳ |❡s♦✉r❝❡ ♣r✐❝❡s ♥❡t ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts ✐♥❝r❡❛s❡ ❛t t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ s♦❝✐❛• ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡✱ ❛♥❞ ♣r♦✜ts ♠✉st ✐♥❝r❡❛s❡ ❛t t❤✐s r❛t❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❛① ♠✉st ❛•s♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛t t❤❡ s♦❝✐❛• ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ♦r t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✐s ✉s❡❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✐s ✉s❡❞✱ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✻ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❛① ❡q✉❛•s µ(t)✳ ■❢ t❤❡ t❛① ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ µ(t) ✇❤❡♥ R e ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❛① ♠✉st ❜❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛t t❤❡ ❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❢♦ss✐• ❢✉❡• t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞♦✇♥✇❛r❞ •✉♠♣ ✐♥ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❛① ❛t t❤✐s ❞❛t❡✱ s✐♥❝❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ♦✇♥❡rs ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ✉s❡❞ ✐♥ ✜rst ♣♦s✐t✐♦♥ ✇♦✉•❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ♣♦st♣♦♥❡ t❤❡✐r ❡①tr❛❝t✐♦♥ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡✐r ♣r♦✜ts✱ ❛♥❞ s✐♠✐•❛r•② t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✉♣✇❛r❞ •✉♠♣ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦✇♥❡rs ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ✉s❡❞ ✐♥ s❡❝♦♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦✉•❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡✐r ♣r♦✜ts ❜② ❜r✐♥❣✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞ t❤❡✐r ❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ■t ❢♦••♦✇s t❤❛t t❤❡ t❛① ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛• ✈❛•✉❡ ♦❢ t❤❡ t❛① t❤❛t ❛••♦✇s t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ t♦ ❜❡ ❞❡❝❡♥tr❛•✐③❡❞✱ µ 0 ✳ ❈♦r♦••❛r② ✹✳ ❲❤❡♥ ❜♦t❤ ♣♦••✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ R e ✐s ❡①❤❛✉st❡❞✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❛r❣✐♥❛• ♣r♦✜t ❡q✉❛•s λ e (t)✳ ❈✉♠✉•❛t✐✈❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ♣r♦✜ts✱ Π✱ ❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛• t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛• s❝❛r❝✐t② r❡♥t✱ λ 0 e ❛♥❞ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿ Π = ˆ∞ 0 e -rt D(p(t))λ e (t)dt = λ 0 e X 0 e . Pr♦✜ts ❞♦ ♥♦t r❡✢❡❝t t❤❡ ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ ♦✇♥❡rs ❜✉t r❛t❤❡r ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛r❝✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡✳ ■❢ R e ✐s ♥♦t ❡①❤❛✉st❡❞ ✭❝❛s❡s A2✱ B2 ❛♥❞ B4✮✱ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐♣❡s ♦✉t t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ ♦✇♥❡rs ♦❢ R e ✳ |❡❝❛•• t❤❛t ✇❤❡♥ ♦♥•② ♦♥❡ ♣♦••✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞ ❛♥❞ ❡①❤❛✉st❡❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡ ✐s ✇❡••✲❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r t✐♠❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛②s ♦❢ s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❛① ❛♥❞ t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t t♦ ✐♠♣•❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛• ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✭❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛•✳ ✷✵✵✻✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ t❛① ❝❛♥ ❜❡ s❡t ❡q✉❛• t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛• ♣r✐❝❡ ♥❡t ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts t♦ ❢✉••② ❝❛♣t✉r❡ ♣r♦✜ts✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ♣❛♣❡r✱ ♣r♦✜ts ❝♦✉•❞ ❛•s♦ ❜❡ ❢✉••② ❝❛♣t✉r❡❞ ✐❢ ♦♥•② t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✇❛s ✉s❡❞ ❛♥❞ ✐❢ t♦t❛• ❡♠✐ss✐♦♥s ❢r♦♠ ❜✉r♥✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ st♦❝❦ ♦❢ t❤✐s r❡s♦✉r❝❡ ✇❡r❡ ✶✼ ❡①❛❝t•② ❡q✉❛• t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛• ❝•❡❛♥ ❛✐r r❡s❡r✈♦✐r✱ Z -Z 0 ✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ •✉st s❤♦✇♥✱ t❤✐s ✐s ♥♦ •♦♥❣❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t✇♦ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ♦♥•② ♣♦••✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ t❛①❡❞✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ❤❡r❡❛❢t❡r t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❛① r❡✈❡♥✉❡s t♦ ❢♦ss✐•✲ ❢✉❡• ♦✇♥❡rs✳ |❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♠♦❞❡•❡❞ ♣❡r s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❛① r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ r❡❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦ ❝♦♥s✉♠❡rs ✇❤♦s❡ ✉t✐•✐t② ✐s •✐♥❡❛r ✐♥ ♠♦♥❡②✳ ❲❡r❡ t❛① r❡✈❡♥✉❡s t♦ ❜❡ ❡♥t✐r❡•② r❡❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦ r❡s♦✉r❝❡ ♦✇♥❡rs✱ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡✲r❡s♦✉r❝❡ ♦✇♥❡rs ✇♦✉•❞ s❡❡ t❤❡✐r ✇❡❛•t❤ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐❢ t❤❡✐r r❡s♦✉r❝❡ ✇❛s st✐•• ❡①❤❛✉st❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ♣r✐❝❡ ♠✉st ✐♥❝r❡❛s❡✱ s♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦✜ts ❛♥❞ t❤❡ t❛① ♠✉st ✐♥❝r❡❛s❡ ❛t ❡❛❝❤ ❞❛t❡✳ ✹ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉•❛t✐♦♥ ♦♥ ♣r♦✜ts ✹✳✶ ❚❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❝❤❡❛♣❡r t♦ ❡①tr❛❝t t❤❛♥ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ •♦♦❦ ❛t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉•❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ ❡①❤❛✉st✐❜•❡✲r❡s♦✉r❝❡ ♦✇♥❡rs ✇❤❡♥ c e < c d ✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❈❛s❡ A1✱ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ♣♦••✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❡••✐♥❣ ✭X 0 e < Z-Z 0 θe ✮✳ ❬■♥s❡rt ❋✐❣✉r❡ ✺ ❤❡r❡✳( ❈❛s❡ A1 ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❚❤❡ t♦♣ ✭❜♦tt♦♠✮ ♣❛♥❡• r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡♥t ❞❡❝r❡❛s❡s ✭✐♥❝r❡❛s❡s✮ ❛❢t❡r ❛ ❢❛•• ♦❢ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ✐✳❡ ♥♦ •r❡② P❛r❛❞♦① ♦❝❝✉rs ✭t❤❡ •r❡② P❛r❛❞♦① ♦❝❝✉rs✮✳ ❚❤❡ ❜♦•❞ ❝✉r✈❡s r❡♣r❡s❡♥t R d ❛♥❞ R e ♣r✐❝❡s✳ ❚❤❡ ♠❡❞✐✉♠✲t❤✐❝❦ ❝✉r✈❡ s❤♦✇s t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t✳ ❙❡❣♠❡♥ts AB r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ t❛① ❜② ✉♥✐t ♦❢ R e ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ R e t♦ R d ✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❝✉r✈❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥❡✇ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ❛❢t❡r ❛ ❢❛•• ✐♥ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣✳ ❚❤❡ s②♠❜♦• ✏✯✑ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♥❡✇ ✈❛•✉❡s ❛❢t❡r ❛ ❢❛•• ✐♥ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣✳ |❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐•✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❛①✳ ▲❡t p s ❜❡ t❤❡ s✇✐t❝❤ ♣r✐❝❡ ❢r♦♠ R e t♦ R d ✳ ❋✐rst ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s s✇✐t❝❤ ♣r✐❝❡ ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♣♦••✉t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ R d ✐s ❡q✉❛• t♦ t❤❡ ✈❛•✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛• ❝•❡❛♥ ❛✐r r❡s❡r✈♦✐r Z -Z 0 ♠✐♥✉s t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ♣♦••✉t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❜✉r♥✐♥❣ ♦❢ ✶✽ t❤❡ ❡♥t✐r❡ st♦❝❦ ♦❢ R e ✱ θ e X 0 e ✳ ❆s t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ❢❛••s✱ R e ✐s t♦t❛••② ❡①❤❛✉st❡❞ ❜✉t t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ R d ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ♠✉st ❢❛••✳ R d ♣r✐❝❡ ✶✷ ♠✉st r✐s❡✱ s♦ t❤❛t p s ♠✉st ✐♥❝r❡❛s❡✳ ■t ✐♠♠❡❞✐❛t❡•② ❢♦••♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞❛t❡ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ❜✐♥❞s ✐s ❜r♦✉❣❤t ❢♦r✇❛r❞✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ♣r✐❝❡ ♣❛t❤s ❢♦r R e ❛♥❞ R d ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❜♦•❞ ❞♦tt❡❞ •✐♥❡✳ ■❢ t❤❡s❡ ♥❡✇ ♣r✐❝❡ ♣❛t❤s ✇❡r❡ ♦♥•② ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ t❛① ♦♥ R d ✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ t❛① ♦♥ R e ✇❛s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛t t❤❡ s✇✐t❝❤ ❞❛t❡ ✭AB = A * C * ✮✱ t❤❡♥ R e ❜❡❢♦r❡✲ t❛① ♣r✐❝❡ ✇♦✉•❞ ❜❡ ❡q✉❛• t♦ c e + λ comp e (t)✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ t♦♣ ♠❡❞✐✉♠✲t❤✐❝❦ ❞♦tt❡❞ •✐♥❡✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛• s❝❛r❝✐t② r❡♥t ✇♦✉•❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ λ 0 e t♦ λ comp e ✱ ✇✐t❤ λ comp e ≡ λ comp e (0)✳ ❲❡ ❝❛•• ✐t t❤❡ ✏❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t✑ s✐♥❝❡ ✐t r❡s✉•ts ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ R d ♣r✐❝❡ t❤❛t ♠❛❦❡s ✐t •❡ss ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡✳ ❇✉t t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ❛ ✏❝❛♣t✉r❡ ❡✛❡❝t✑✿ ❛s t❤❡ t❛① ✐♥❝r❡❛s❡ ❛•s♦ ❛♣♣•✐❡s t♦ R e ✱ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡♥t✱ λ comp e ✱ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞✳ ■ts r❡s✉•t✐♥❣ ❜❡❢♦r❡✲t❛① ♣r✐❝❡ ♣❛t❤✱ c e +λ * e (t)✱ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ B * ✐♥st❡❛❞ ♦❢ C * ❛t t❤❡ s✇✐t❝❤ ❞❛t❡✿ c e + λ * e (t s * ) = c e + λ comp e (t s * ) -θ e dµ s ✳ ❚❤❡ t✇♦ ❡✛❡❝ts ❛r❡ •✐♥❦❡❞ ❛s θ e dµ s = (θ e /θ d )dp s ✳ •✐✈❡♥ t❤❡ ♣♦••✉t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛•✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s✇✐t❝❤ ♣r✐❝❡ ✐s •❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ t❛① ♦♥ R e ✱ ✐t ❢♦••♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❝❛r❝✐t② r❡♥t✱ ❛t t❤❡ s✇✐t❝❤ ❞❛t❡✱ r✐s❡s ❛❢t❡r t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐•✐♥❣ t✐❣❤t❡♥s ✭B * ❛❜♦✈❡ B✮✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ♣r♦✜ts✱ ✐✳❡✳ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛• s❝❛r❝✐t② r❡♥t✱ ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ❇♦t❤ ❝❛s❡s ✭✐♥❝r❡❛s❡ ♦r ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛• s❝❛r❝✐t② r❡♥t✮ ❝❛♥ ❛r✐s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ st❛t❡ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ •❡♠♠❛✿ ▲❡♠♠❛ ✺✳ ∀ Z > θ e X 0 e + Z 0 ✱ dλ 0 e d Z < 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥•② ✐❢ D(p(t s )) D(p(0)) θ d θ e + (θ d -θ e ) µ 0 λ 0 e > 1. ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s •❡♠♠❛✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣•② ❜❛❝❦✇❛r❞ r❡❛s♦♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡✲r❡s♦✉r❝❡ ♣r✐❝❡ ♣❛t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ p -t = c e + (p s -c e )e -rt , ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❡♥❞s ❛t ❞❛t❡ 0 ❛♥❞ st❛rts ❛t ❞❛t❡ -t s ✳ ❚❤✐s ♣r✐❝❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❡② s♦•✐❞ •✐♥❡ ✭•✐♥❡ L A ✮ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳ ✶✷ ❲❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s p d (t) = c d + (p s -c d )e rt ✳ ✶✾ ❲✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ p s ✱ t❤❡ ♥❡✇ ♣r✐❝❡ ✐s✿ p-t = c e +(p s -c e )(1+ dp s p s -ce )e -rt ✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥✱ ❞❡✜♥✐♥❣ t✐♠❡ u ❜② u = 1 r dp s p s -ce ✱ ❛s✿ p-t = c e +(p s -c e )e -r(t-u) . ❙♦ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ♣r✐❝❡ ♣❛t❤ p-t ✐s ❛ •❡❢t s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♣r✐❝❡ ♣❛t❤ p -t ✱ ✇✐t❤ s♦♠❡ st❛rt✐♥❣ ❞❛t❡ -ts ❜❡❢♦r❡ -t s ✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ♣r✐❝❡ ♣❛t❤ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❜•❛❝❦ s♦•✐❞ •✐♥❡ ✭•✐♥❡ L B ✮ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❬■♥s❡rt ❋✐❣✉r❡ ✹ ❤❡r❡✳( ❆s t❤❡ ♥❡✇ ♣r✐❝❡ ✐s ❛ tr❛♥s•❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♣r✐❝❡✱ ❝✉♠✉•❛t✐✈❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✉♥❞❡r ♣r✐❝❡ ♣❛t❤ p t ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❡s -t s + u ❛♥❞ 0 ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❝✉♠✉•❛t✐✈❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✉♥❞❡r ♣r✐❝❡ ♣❛t❤ pt ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❡s -t s ❛♥❞ -u ✭X A ❛♥❞ X B = X A ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✮✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② ❝♦♥s✉♠❡❞ ♦✈❡r ♣r✐❝❡ ♣❛t❤ pt ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❡s -u ❛♥❞ 0 ✐s ❡q✉❛• t♦ δ 1 X B = D(p s )u✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② ❝♦♥s✉♠❡❞ ♦✈❡r ♣r✐❝❡ ♣❛t❤ p t ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❡s -t s ❛♥❞ -t s + u ✐s ❡q✉❛• t♦ δX A = D(p -t s )u✳ ❆s t❤❡ t♦t❛• q✉❛♥t✐t② ❝♦♥s✉♠❡❞ ♦✈❡r ❜♦t❤ ♣r✐❝❡ ♣❛t❤s ❤❛s t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡✱ t❤❡♥ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✐t② ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❡ -ts ❛♥❞ -t s ✐s ❡q✉❛• t♦ δX A -δ 1 X B = (D(p -t s ) -D(p s ))u✱ s♦ t❤❛t ts -t s = (D(p -t s )-D(p s ))u D(p -t s )
✳ ❆s s✉❝❤✱ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ♣r✐❝❡ ♣❛t❤ ✐s✿ 

ts = t s + D(p -t s ) -D(p s ) D(p -t s ) dp s r(p s -c e ) . ✭✹✳✶✮ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s✇✐t❝❤ ♣r✐❝❡ ❡♥t❛✐•s ❤✐❣❤❡r ♣r✐❝❡s ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦•❡ ♣r✐❝❡ ♣❛t❤ ❛s ✇❡•• ❛s ❛ •♦♥❣❡r ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s •♦♥❣❡r ❞✉r❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❞r♦♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❡s -t s ❛♥❞ 0✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛•• ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛• ♣r✐❝❡ ✐s ♥❡✈❡rt❤❡•❡ss ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛s ✐••✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹ ✭dp -t s ✮✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛• s❝❛r❝✐t② r❡♥t ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ▲❡t µ s ❛♥❞ λ s e ❜❡ t❤❡ s❤❛❞♦✇✲❝♦st ✈❛•✉❡s ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤✱ ❛♥❞ λ -t s e t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ❛t ❞❛t❡ -t s ✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t λ -t s e = (p s -µ s -c e )e -rt s ✳ ■❢ t❤❡r❡ ✇❛s ❛ r✐s❡ ✐♥ p s ♦♥•②✱ ❛♥❞ ♥♦t ✐♥ µ s ✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ λ -t s e ✇♦✉•❞ ❜❡ δ 1 λ -t s e ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛• t♦✿ δ 1 λ -t s e = dp s e -rt s -r(p s -θ e µ s -c e )e -rt s dt s . ■t ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥✱ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶ ✇✐t❤ dt s = ts -t s ✿ δ 1 λ -t s e λ -t s e = ( D(p s ) D(p -t s ) λ s λ s + θ e µ s + θ e µ s λ s + θ e µ s ) dp s λ s . ✷✵ ❚❤✐s ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ♦❜✈✐♦✉s•② ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❜✉t ♦❢ s♠❛••❡r s✐③❡ t❤❛♥ dp s λ s ❛s ❡①tr❛❝✲ t✐♦♥ ❞✉r❛t✐♦♥ ✶✸ r✐s❡s ✇✐t❤ p s ✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ✏❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t✑✱ t❤✐s ✇♦✉•❞ ❜❡ t❤❡ ♦♥•② ❡✛❡❝t ❤❛❞ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❛① ♦♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ r❡♠❛✐♥❡❞ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❜✉t t❤❡ s✇✐t❝❤ ♣r✐❝❡ r♦s❡ ❛t t❤❡ s✇✐t❝❤ ❞❛t❡✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❡✛❡❝t ♦♥•②✱ t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ✇♦✉•❞ ❜❡ ♣✉t ✉♣✇❛r❞✳ ❚❤✐s ✈✐rt✉❛• ♥❡✇ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ λ comp e (t)✱ ✇✐t❤ λ comp e (0) ≡ λ comp e ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛• ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❢❛•• ✐♥ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ❝♦st ♦❢ ♣♦••✉t✐♦♥ dµ s ✱ ❛♥❞ t❤✉s ♦❢ t❤❡ t❛① ♦♥ R e ✱ •❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ •♦✇❡r s❝❛r❝✐t② r❡♥t ❛t ❞❛t❡ -t s ❡q✉❛• t♦✿ δ 2 λ -t s e λ -t s e = -θ e dµ s λ s . ❚❤✐s s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ❛ ✏❝❛♣t✉r❡ ❡✛❡❝t✑✿ t❤✐s ✇♦✉•❞ ❜❡ t❤❡ ♦♥•② ❡✛❡❝t ❤❛❞ t❤❡ s✇✐t❝❤ ♣r✐❝❡ r❡♠❛✐♥❡❞ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❜✉t t❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❛① ♦♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ r✐s❡♥ ❛t t❤❡ s✇✐t❝❤ ❞❛t❡✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ♦❜✈✐♦✉s•② ♥❡❣❛t✐✈❡✿ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ t❛① ♦♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s✇✐t❝❤ ♣r✐❝❡✱ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛• s❝❛r❝✐t② r❡♥t✳ ❚❤❡ ♥❡✇ s❝❛r❝✐t② r❡♥t✱ λ 0 * e ✱ ✐s t❤✉s •♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❛•✉❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t λ comp e r❡s✉•t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✏❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t✑ ♦♥•②✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ p s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ µ s ❛r❡ •✐♥❦❡❞ ❜② dp s = θ d dµ s ✱ s♦ t❤❛t t❤❡ t♦t❛• ❡✛❡❝t ✐s✿ dλ -t s e λ -t s e = θ e µ s λ s + θ e µ s θ d θ e D(p s ) D(p -t s ) + (θ d -θ e ) µ s λ s -1 dµ s µ s . ▲❡♠♠❛ ✺ ❢♦••♦✇s✳ ❲❡ ♥♦✇ r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ R e st❛rt✐♥❣ ❛t ❞❛t❡ 0 ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ❛t ❞❛t❡ t s ✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ (θ d -θ e ) µ 0 λ 0 e > 0✱ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ •r❡② ♣❛r❛❞♦① t♦ ❤♦•❞ ✐s t❤❛t D(p(t s )) D(p(0)) θ d θe > 1✳ ❲❤❡♥ D(p(t s )) = D(p(0))✱ ✐t ✐s ❛•✇❛②s t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t D(p(t s )) D(p(0)) θ d θe > 1✳ ❚❤✐s ✈❡r② s✐♠♣•❡ ❡①❛♠♣•❡ ✉♥❞❡r•✐♥❡s t❤❡ r♦•❡ ♦❢ t❤❡ ❡•❛st✐❝✐t② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❲✐t❤♦✉t ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤✐s ❡•❛st✐❝✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦••♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❤♦•❞✿ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳ ■❢ R e ❜❡❝♦♠❡s ❡①❤❛✉st❡❞ ❛♥❞ R d ✐s ✉s❡❞✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❡•❛st✐❝✐t② ✶✸ ■❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛• ♣r✐❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥t❛✐• •♦♥❣❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉r❛t✐♦♥✱ ✐✳❡ ✐❢ t❤❡ ❡•❛st✐❝✐t② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ③❡r♦✱ t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❡q✉❛• t♦ dp s λ s ✳ ✷✶ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ✐s s♠❛•• ❡♥♦✉❣❤✱ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐•✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦✜t ♦❢ R e ♦✇♥❡rs✳ ∃ǫ * s✉❝❤ t❤❛t✿ ∀p, - D ′ (p)p D(p) ≤ ǫ * ❛♥❞ Z > θ e X 0 e + Z 0 =⇒ dλ 0 e d Z < 0. ❚❤❡ ❢♦r♠❛• ♣r♦♦❢ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣✳ ❆s t❤❡ ❡•❛st✐❝✐t② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ✐s s♠❛••✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s✇✐t❝❤ ♣r✐❝❡ p s ✐s ❤✐❣❤✳ ■❢ t❤❡ ❡•❛st✐❝✐t② ✐s •♦✇✱ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♠✉❝❤✳ ❚❤❡ •♦✇❡r t❤❡ ❡•❛st✐❝✐t② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞✱ t❤❡ ❣r❡❛t❡r ✐s t❤❡ ✏❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t✑✱ ✇❤✐❝❤ ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡ ✏❝❛♣t✉r❡ ❡✛❡❝t✑✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳ ■❢ R e ❜❡❝♦♠❡s ❡①❤❛✉st❡❞ ❛♥❞ R d ✐s ✉s❡❞✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ♣♦••✉t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ R e ✐s s♠❛•• ❡♥♦✉❣❤ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ R d ✱ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐•✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦✜t ♦❢ R e ♦✇♥❡rs✳ ∃η * ✱ ✇✐t❤ 0 < η * < 1✱ s✉❝❤ t❤❛t✿ θ e θ d ≤ 1 -η * ❛♥❞ Z > θ e X 0 e + Z 0 =⇒ dλ 0 e d Z < 0. Pr♦♦❢✳ ❙tr❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✺✳ ■❢ t❤❡ ♣♦••✉t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ R e ✐s •♦✇ ❡♥♦✉❣❤ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ R d ✱ t❤❡♥ R e ❤❛s ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜•❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t♦r ✭R d ✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦✇♥❡rs ♦❢ R e ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉•❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ c e = c d ✳ ❲✐t❤ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉•❛t✐♦♥✱ t❤❡ t✇♦ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ s✐♠✉•t❛♥❡♦✉s•②✱ s♦ t❤❛t λ 0 e = (θ d -θ e )µ 0 ✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛• s❝❛r❝✐t② r❡♥t ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉•❛t✐♦♥✳ ❲❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛t t❤✐s r❡s✉•t ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❤♦•❞ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts✱ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❝•♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳ ■❢ R e ❜❡❝♦♠❡s ❡①❤❛✉st❡❞ ❛♥❞ R d ✐s ✉s❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❝•♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣✱ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐•✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ R e ♦✇♥❡rs✳ ✷✷ ∀ Z > θ e X 0 e + Z 0 ✱ ∃c * < c d s✉❝❤ t❤❛t✿ c d ≥ c e ≥ c * =⇒ dλ 0 e d Z < 0. ❚❤❡ ❢♦r♠❛• ♣r♦♦❢ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✸✳ ❆ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉•t ♣❡rt❛✐♥s ✐❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s s❝❛r❝❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t✱ ❛t ❣✐✈❡♥ µ s ✱ λ s ✱ p s ❛♥❞ dp s ✱ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❝❛r❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡ ❣r❡❛t❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉•ts ❢r♦♠ ❤✐❣❤❡r ♣r✐❝❡s✱ ❢❛••s ❛s t❤❡ t♦t❛• st♦❝❦ ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ❢❛••s✳ ❚❤❡ ✏❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t✑ ✐s ❝♦♥s❡q✉❡♥t•② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✏❝❛♣t✉r❡ ❡✛❡❝t✑ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s s❝❛r❝❡ ❡♥♦✉❣❤✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳ ■❢ R e ❜❡❝♦♠❡s ❡①❤❛✉st❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦st♦♣ ✐s ✉s❡❞✱ ❛♥❞ R e ✐s s❝❛r❝❡ ❡♥♦✉❣❤✱ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐•✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ R e ♦✇♥❡rs✳ ∀ Z > Z 0 ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts X * s✉❝❤ t❤❛t✿ X 0 e < X * =⇒ dλ 0 e d Z < 0. ❚❤❡ ❢♦r♠❛• ♣r♦♦❢ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✹✳ ❋♦r ❣❡♥❡r❛• ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝•❡❛r ✐❢ t❤❡ •r❡② ♣❛r❛❞♦① ✐s ♠♦r❡ •✐❦❡•② t♦ ♦❝❝✉r ❢♦r •♦✇ ♦r ❤✐❣❤ ✈❛•✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐•✐♥❣✳ ❲❡ ♥❡✈❡rt❤❡•❡ss ❞♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ r❡s✉•t✿ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳ ❋♦r ❝♦♥❝❛✈❡ ♦r •✐♥❡❛r ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ R e r❡s♦✉r❝❡ ♦✇♥❡rs ❝❛♥♥♦t ❡①❤✐❜✐t ❛ ❯✲s❤❛♣❡ ❛s t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐•✐♥❣ ✐s t✐❣❤t❡♥❡❞✱ ✐✳❡ t❤❡ •r❡② P❛r❛❞♦① ❝❛♥♥♦t ♣❡rt❛✐♥ ✇❤❡♥ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉•❛t✐♦♥ ♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t✱ ✐❢ ✐t ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ♣•❛❝❡ ✉♥❞❡r •❡ss str✐❝t ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉•❛t✐♦♥✳ ∀Z 1 , Z 2 s✉❝❤ t❤❛t Z 1 > θ e X 0 e + Z 0 ✱ Z 2 > θ e X 0 e + Z 0 ❛♥❞ Z 1 > Z 2 ✱ ✐❢ D ′′ < 0✱ dλ 0 e d Z | Z=Z 1 > 0 =⇒ dλ 0 e d Z | Z=Z 2 > 0. ❚❤❡ ❢♦r♠❛• ♣r♦♦❢ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✺✳ ❲✐t❤ ❛ ❝♦♥❝❛✈❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s❡r✐❡s ♦❢ s❛♠❡✲s✐③❡❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ✷✸ ♦❢ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐•✐♥❣✳ ❆s s❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡✱ ❢❛••s ✐♥ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ •❡❛❞ t♦ ❤✐❣❤❡r ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r s✇✐t❝❤ ♣r✐❝❡s✳ ❇✉t ✐♥❝r❡❛s❡s ♦❢ t❤✐s s✇✐t❝❤ ♣r✐❝❡ ❛r❡ s♠❛••❡r ❛♥❞ s♠❛••❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢❛•• ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✏❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t✑ ✐♥❝r❡❛s❡s ❜✉t ❞❡❝❡•❡r❛t❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐•✐♥❣ ❢❛••s✳ ❆s t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐•✐♥❣ ✐s •♦✇❡r❡❞✱ t❤❡ ❞❛t❡ ♦❢ s✇✐t❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣♦st♣♦♥❡❞✱ t❤✉s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s✇✐t❝❤ ♣r✐❝❡✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ t❛① ❛t t❤❡ ❞❛t❡ ♦❢ s✇✐t❝❤ r❡❞✉❝❡s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛• s❝❛r❝✐t② r❡♥t✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ✏❝❛♣t✉r❡ ❡✛❡❝t✑ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ■t ❝♦♠❡s t❤❛t t❤❡ ✏❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t✑ ❝❛♥♥♦t ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ ✏❝❛♣t✉r❡ ❡✛❡❝t✑ ✭♥♦ •r❡② P❛r❛❞♦① ♦❝❝✉rs✮ ✇❤❡♥ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉•❛t✐♦♥ ♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t✱ ✐❢ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✉♥❞❡r •❡ss str✐❝t ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉•❛t✐♦♥✳ |❡♠❛r❦ ✶✶✳ ❙♦♠❡ t❡❝❤♥♦•♦❣✐❝❛• ♦♣t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❝❛r❜♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ❛••♦✇ ❦❡❡♣✐♥❣ ♦♥ ✉s✐♥❣ ❢♦ss✐• ❢✉❡•s ✇✐t❤♦✉t ❞r❛st✐❝❛••② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝❛r❜♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❆s✲ s✉♠✐♥❣ s✉❝❤ ❛ t❡❝❤♥♦•♦❣② ❛✈❛✐•❛❜•❡ ❛t ❝♦♥st❛♥t ♠❛r❣✐♥❛• ❝♦st c ccs ✱ t❤❡ •r❡② P❛r❛❞♦① ❝❛♥ st✐•• ♦❝❝✉r✿ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉•ts ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✺ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵ ❝♦♥✲ t✐♥✉❡ t♦ ❤♦•❞✳ ❆••♦✇✐♥❣ ❢♦r ❝❛r❜♦♥ ❝❛♣t✉r❡ •❡❛❞s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s❡❝♦♥❞ ❝•❡❛♥ ❜❛❝❦st♦♣✿ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✇❤♦s❡ ❡♠✐ss✐♦♥s ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞✱ ❛t ♣r✐❝❡ c d +θ d c ccs ✳ ❆s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ •✐t❡r❛t✉r❡ ✭❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛•✳ ✷✵✵✻✱ ▲❛✛♦r❣✉❡ ❡t ❛•✳ ✷✵✵✽✮✱ ✐t ✐s ♥♦t ♦♣t✐♠❛• t♦ ❝❛♣t✉r❡ CO 2 ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ❜✐♥❞s✳ ■❢ X 0 e < Z-Z 0 θe ✱ ❜♦t❤ ♣♦••✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡t t♦ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✇✐t❤ ❝❛r❜♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ✐s ✉s❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥•② ✐❢ c b ≥ c d + θ d c ccs ✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐✳❡ ✐❢ c b ≥ c d + θ d c ccs ❛♥❞ X 0 e < Z-Z 0 θe ✱ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤ ✐s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥s ✸✳✶✲✸✳✹✱ ✇✐t❤ c b r❡♣•❛❝❡❞ ❜② c d + θ d c ccs ✳ ✹✳✷ ❚❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ❡①✲ tr❛❝t t❤❛♥ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ■❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❛♥ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦✲ st♦♣✱ c e > c d ✱ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ♥♦t ❡①❤❛✉st❡❞ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉•❛t✐♦♥✳ ▼♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ♥♦t ✉s❡❞ t♦ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❡①❤❛✉st❡❞✱ ♣r♦✜ts ♠✉st ✐♥❝r❡❛s❡ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t r❡s♦✉r❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❛s❡ B1 ✭c b > θec d -θ d ce θe-θ d ✱ ❛♥❞ X 0 e < min(X * , Z-Z 0 θe )✮✳ ✷✹ ❬■♥s❡rt ❋✐❣✉r❡ ✻ ❤❡r❡✳( ❈❛s❡ B1 ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❚❤❡ ❜♦•❞ ❝✉r✈❡s r❡♣r❡s❡♥t ❢♦ss✐•✲❢✉❡• ♣r✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✲t❤✐❝❦ ❝✉r✈❡ t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛• ♣r✐❝❡ ♣❛t❤s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣•❛✐♥ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❝✉r✈❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡s❡ ♣r✐❝❡s ❛❢t❡r ❛ ❢❛•• ✐♥ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣✳ ❚❤❡ s❡❣♠❡♥t AB r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t❛① ❜② ✉♥✐t ♦❢ R e ❛t t❤❡ s✇✐t❝❤ ❞❛t❡ ❢r♦♠ R d t♦ R e ✳ ❚❤❡ s②♠❜♦• ✏✯✑ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♥❡✇ ✈❛•✉❡s ❛❢t❡r ❛ ❢❛•• ✐♥ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣✳ ❚✐❣❤t❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❛①✱ ❜r✐♥❣s ❢♦r✇❛r❞ t❤❡ ❞❛t❡ ♦❢ s✇✐t❝❤ t♦ R e ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❡ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ❜✐♥❞s✱ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ R e ♦✇♥❡rs✳ ❋✐rst r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ R e ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ❛s ✐t ✐s ❡①❤❛✉st❡❞✿ ❤❡♥❝❡ ✐ts ♣r✐❝❡ ✇❤❡♥ ✐t st❛rts t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② p s ✳ ■t ✐♠♠❡❞✐❛t❡•② ❢♦••♦✇s t❤❛t t❤❡ ✈❛•✉❡ ♦❢ t❤❡ t❛① ❛t t❤✐s ❞❛t❡ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✭AB = A * B * ✮✱ ❛♥❞ s♦ ❝✉rr❡♥t ✈❛•✉❡ ♣r♦✜ts ❛t t❤❛t ❞❛t❡ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ■❢ t❤❡ s✇✐t❝❤ ❞❛t❡ ✇❛s ♣♦st♣♦♥❡❞✱ t❤❡ ❣•♦❜❛• ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ R d ✇♦✉•❞ ✐♥❝r❡❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉•❞ ✈✐♦•❛t❡ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤✉s t❤❡ s✇✐t❝❤ ❞❛t❡ ✐s ❜r♦✉❣❤t ❢♦r✇❛r❞ ✭❢r♦♠ A t♦ A * ✮✱ ❛♥❞ t❤❡ •❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ R e ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ♣r✐❝❡ ♣❛t❤s ❢♦r R e ❛♥❞ R d ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❜♦•❞ ❞♦tt❡❞ •✐♥❡✳ ■❢ t❤❡s❡ ♥❡✇ ♣r✐❝❡ ♣❛t❤s ✇❡r❡ ♦♥•② ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ R d ♣r✐❝❡✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ t❛① ♦♥ R e ✇❛s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ t❤❡♥ R e ❜❡❢♦r❡✲t❛① ♣r✐❝❡ ✇♦✉•❞ ❜❡ ❡q✉❛• t♦ c e +λ comp e (t) = p * e (t)-θ e µ 0 e rt ✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ t♦♣ ♠❡❞✐✉♠✲t❤✐❝❦ ❞♦tt❡❞ •✐♥❡✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛• t❛① ❞✐✛❡r❡♥t✐❛• ✇♦✉•❞ ❜❡ θ d dµ 0 ✳ ■❢ t❤✐s ✏❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t✑ ✇❛s t❤❡ ♦♥•② ❡✛❡❝t ♦❢ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛• s❝❛r❝✐t② r❡♥t ✇♦✉•❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ λ 0 e t♦ λ comp e ✳ ❇✉t t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ✏❝❛♣t✉r❡ ❡✛❡❝t✑✱ ❛s t❤❡ t❛① ❛•s♦ ❛♣♣•✐❡s t♦ R e ✿ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛• t❛① ❞✐✛❡r❡♥t✐❛• ✐s ♥♦t θ d dµ 0 ❜✉t (θ d -θ e )dµ 0 ✳ ❚❤❡ ✏❝❛♣t✉r❡ ❡✛❡❝t✑ ♥❡✈❡r ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ✏❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t✑✳ Pr✐❝❡s ♦❢ R e ❛♥❞ R d ❝r♦ss ❛t t❤❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✈❛•✉❡✱ p s ✱ ❛♥❞ t❤❡ s✇✐t❝❤ ❞❛t❡ ✐s ❜r♦✉❣❤t ❢♦r✇❛r❞✱ ✐t ❢♦••♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛• ✐♥ ✐♥✐t✐❛• ♣r✐❝❡s ♠✉st ❞❡❝r❡❛s❡✱ s♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛• s❝❛r❝✐t② r❡♥t ♠✉st ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❤♦•❞s✿ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✳ ❆s •♦♥❣ ❛s ❜♦t❤ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ R e ✐s ❢✉••② ✉s❡❞✱ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ♦❢ R e ✳ ✷✺ ■❢ c b > θec d -θ d ce θe-θ d ❛♥❞ X 0 e < min(X * , Z-Z 0 θe )✱ t❤❡♥✿ dλ 0 e d Z < 0. |❡♠❛r❦ ✶✸✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛ ❝❛r❜♦♥ ❝❛♣t✉r❡ t❡❝❤♥♦•♦❣② ✐s ❛✈❛✐•❛❜•❡ ❛t ❝♦♥✲ st❛♥t ♠❛r❣✐♥❛• ❝♦st c ccs ✱ t❤❡ •r❡② P❛r❛❞♦① st✐•• ♦❝❝✉rs ❛s •♦♥❣ ❛s ❜♦t❤ ♣♦••✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡t t♦ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣✳ Pr♦♦❢ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✻✳ ✺ ❊①t❡♥s✐♦♥s ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ t❤❡ ♠♦❞❡•✿ ✭✐✮ ❛ t✇♦✲s❡❝t♦r ❡❝♦♥♦♠② ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ❤❛s ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ ♦♥❡ s❡❝t♦r❀ ✭✐✐✮ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ t✇♦ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ ♣♦••✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❛ ❞✐rt② ❛♥❞ ❛ ❝•❡❛♥ ❜❛❝❦st♦♣❀ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts ✇✐t❤ ❝✉♠✉•❛t✐✈❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ♠❛✐♥ ❡①t❡♥s✐♦♥s ✇✐•• ❜❡ ❞❡✈❡•♦♣❡❞ ✐♥ t✇♦ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ♣❛♣❡rs✳ ✭✐✮ ❆ t✇♦✲s❡❝t♦r ❡❝♦♥♦♠②✳ ❚❤❡ st②•✐③❡❞ ❢❛❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ❢♦ss✐•✲❢✉❡• ❝♦♥s✉♠♣✲ t✐♦♥ s✉❣❣❡st t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣✿ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦ss✐• ❢✉❡•s ❛r❡ ✉s❡❞ s✐♠✉•t❛♥❡♦✉s•②✱ ✇✐t❤ s♦♠❡ s❡❝t♦r❛• s♣❡❝✐❛•✐③❛t✐♦♥✱ ❛s ♦✐• ✐s ✉s❡❞ ♠♦st•② ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt s❡❝t♦r✱ ❛♥❞ ❝♦❛• ✐♥ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❞✉str②✳ ❲❤❡r❡❛s ❝♦❛•✱ ♦✐• ❛♥❞ ❣❛s r❡s♣❡❝t✐✈❡•② r❡♣r❡s❡♥t ✷✾✪✱ ✸✶✪ ❛♥❞ ✷✶✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛• ♣r✐♠❛r② ❡♥❡r❣② ❞❡♠❛♥❞ ✐♥ ✷✵✶✶✱ ❝♦❛• s❤❛r❡ ❡q✉❛•s ✹✼✪ ✐♥ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ♦✐• ❛♥❞ ❣❛s s❤❛r❡s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡•② ❡q✉❛• t♦ ✻✪ ❛♥❞ ✷✸✪✳ ■♥ ✐♥❞✉str②✱ ❝♦❛• r❡♣r❡s❡♥ts ✷✾✪ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② s✉♣♣•②✱ ♦✐• ✶✸✪✱ ❛♥❞ ❣❛s ✷✵✪✳ ■♥ tr❛♥s♣♦rt s❡❝t♦r✱ ♦✐• r❡♣r❡s❡♥ts ✾✸✪✱ ❝♦❛• ❛♥❞ ❣❛s s❤❛r❡s ❜❡✐♥❣ ♥❡❣•✐❣✐❜•❡ ✭■❊❆ ✷✵✶✸✮✳ ❚❤✐s ♣❛tt❡r♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣•❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦st ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛❝r♦ss t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦✉r❝❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r s❡❝t♦r❛• ✉s❡✳ ■♥ t❤❡ ❜❛s❡•✐♥❡ ♠♦❞❡•✱ ❢♦••♦✇✐♥❣ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts✱ r❡✲ s♦✉r❝❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ s✐♠✉•t❛♥❡♦✉s•②✳ ❚❤✐s ❜❛s❡•✐♥❡ s❡tt✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐•② ❛♠❡♥❞❡❞ t♦ ②✐❡•❞ ❛ ♠♦r❡ ♣•❛✉s✐❜•❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ❝•♦s❡ t♦ t❤❛t ✐♥ ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ✫ ❑r✉•❝❡ ✭✶✾✾✹✮ ❝♦♠✲ ♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ s❡❝t♦rs✱ tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝t♦r❛• ❡♥❡r❣② ❞❡♠❛♥❞s ❛r❡ s❡♣❛r❛❜•❡✳ ❚❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ❛r❡ ♣❡r❢❡❝t s✉❜st✐t✉t❡s ✐♥ t❤❡ ♣♦✇❡r✲❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s❡❝t♦r✱ ❜✉t t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ♠✉st ✷✻ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❢✉❡• ❛t ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦st t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt s❡❝t♦r✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❝♦st ✐♥ ❜♦t❤ s❡❝t♦rs✳ ❖♥❝❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞✱ ❢✉❡• ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✐s ❛ ♣❡r❢❡❝t s✉❜st✐✲ t✉t❡ ❢♦r t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt s❡❝t♦r✳ ❚❤✐s ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❝♦st ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦❛•✲t♦✲•✐q✉✐❞ ♣r♦❝❡ss✱ ❢♦r ❡①❛♠♣•❡✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛•✉❡s✱ s✐♠✉•t❛♥❡♦✉s•② ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ♠❛② ❜❡ ♦♣t✐♠❛•✱ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ t❡♥❞✐♥❣ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ♣r✐♠❛r✐•② ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt s❡❝t♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♥❡✈❡r s✐♠✉•✲ t❛♥❡♦✉s•② ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ s❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❜♦t❤ s❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt s❡❝t♦r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ✉♣✇❛r❞ ✈❡rt✐❝❛• tr❛♥s•❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♣r✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦✇❡r s❡❝t♦r✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡•✐♥❡ ♠♦❞❡•✱ ❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡s ♥❡t ♦❢ ❞❡•✐✈❡r② ❝♦st ✇✐•• ✐♥❝r❡❛s❡ ❛t t❤❡ s♦❝✐❛• ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡✱ ❛♥❞ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐•✐♥❣ tr❛♥s•❛t❡s s❡❝t♦r❛• ❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡s ❤♦r✐③♦♥t❛••② t♦ t❤❡ •❡❢t✳ ■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❣•♦❜❛• ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐•✐♥❣ ✐s ❡q✉✐✈❛•❡♥t t♦ ♣✉tt✐♥❣ t✇♦ s❡❝t♦r✲s♣❡❝✐✜❝ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐•✐♥❣s ♦✈❡r ❝✉♠✉•❛t✐✈❡ s❡❝t♦r❛• ❡♠✐ss✐♦♥s✱ ❡q✉❛• t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛• s❡❝t♦r❛• ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❝✉♠✉•❛t❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥s ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❣•♦❜❛• ❝❡✐•✐♥❣✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐•✐♥❣ •❡❛❞s t♦ ❛ •♦✇❡r ❝✉♠✉•❛t✐✈❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♠✐ss✐♦♥s ✐♥ ❡❛❝❤ s❡❝t♦r✳ ❋✐♥❛••②✱ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉•❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t✇♦✲ s❡❝t♦r ❡❝♦♥♦♠② ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ✐♠♣♦s✐♥❣ t✐❣❤t❡r s❡❝t♦r❛• ❝❡✐•✐♥❣s✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♣r♦✜t ❡✛❡❝ts ♦❢ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ r❡❣✉•❛t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❜♦t❤ s❡❝t♦rs✱ •❡❛❞✐♥❣ t♦ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s ❡✛❡❝t ♦♥ ❣•♦❜❛• ♣r♦✜ts✳ ❋✐rst✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡✱ ✐♥ ♦♥❡ s❡❝t♦r✱ ♦♥•② t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞✳ ■t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t❤❛t ♣r♦✜ts ✐♥ t❤✐s s❡❝t♦r ✇✐•• ❢❛•• ❛s ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉•❛t✐♦♥ ✐s t✐❣❤t❡♥❡❞✳ ■❢✱ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r s❡❝t♦r✱ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ♥❡✈❡r ✉s❡❞ ✭✐✳❡ ✐❢ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❢✉••② s❡❝t♦r✲s♣❡❝✐❛•✐③❡❞✮✱ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉•❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❣•♦❜❛• ♣r♦✜ts ♦❢ ❡①❤❛✉st✐❜•❡✲r❡s♦✉r❝❡ ♦✇♥❡rs✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r s❡❝t♦r✱ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣✿ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉•❛t✐♦♥ ✇✐•• ✐♥❝r❡❛s❡ ♣r♦✜ts ✐♥ t❤✐s s❡❝t♦r ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❣•♦❜❛• ♣r♦✜ts ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✿ t❤❡ •♦✇❡r ♣r♦✜ts ✐♥ t❤❡ ✜rst s❡❝t♦r ♠❛② ♦r ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ❛♥② ♣♦t❡♥t✐❛• ❣❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r s❡❝t♦r✳ ❚❤❡s❡ ❝❛s❡s r❡q✉✐r❡ ♠♦r❡ ❛♥❛•②s✐s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ ✷✼ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ❛•♦♥❡ ✐♥ ♦♥❡ s❡❝t♦r✱ ❛♥❞ ✐❢ ❜♦t❤ ♣♦••✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛t •❡❛st ✐♥ ♦♥❡ s❡❝t♦r✱ t❤❡ r❡s✉•ts ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s❡•✐♥❡ ♠♦❞❡• st✐•• ❤♦•❞✳ ✭✐✐✮ ▼✉•t✐♣•❡ ♣♦••✉t✐♥❣ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❆ s❡❝♦♥❞ •✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡•✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ st②•✐③❡❞ ❢❛❝ts✱ ✐s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❡①✲ ❤❛✉st✐❜•❡ ♣♦••✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡✳ ■♥ r❡❛• •✐❢❡✱ ♦✐• ❛♥❞ ❣❛s ❛r❡ ❛✈❛✐•❛❜•❡ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❛❜✉♥❞❛♥t ❝♦❛•✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❢♦ss✐• ❢✉❡• ❤❛s ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦✉r❝❡ ❣r❛❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦r❡ ♦r •❡ss ♣♦••✉t✐♥❣ ❛♥❞ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ✭s❡❡ ❚❛❜•❡ ✶✮✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ ♣♦••✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡✳ ■♥ t❤✐s ♥❡✇ s❡tt✐♥❣✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ❡♥❡r❣② r❡s♦✉r❝❡s✱ ♣❡r❢❡❝t s✉❜st✐t✉t❡s ✐♥ ❞❡♠❛♥❞✿ t✇♦ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ ♣♦•✲ •✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s✱ ❛♥ ❛❜✉♥❞❛♥t ❞✐rt✐❡r r❡s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❛♥ ❛❜✉♥❞❛♥t ❝•❡❛♥ r❡s♦✉r❝❡✳ |❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♦♣t✐♠❛••② ❡①tr❛❝t❡❞ ✐♥ s❡q✉❡♥t✐❛• ♦r❞❡r ✇✐t❤♦✉t ❛♥② st♦♣✲ ❛♥❞✲❣♦ ✐♥ r❡s♦✉r❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦••✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s ❝❛♥ ♦❝❝✉r✳ ❚❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst✱ s❡❝♦♥❞ ♦r t❤✐r❞ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦r ♥♦t ✉s❡❞ ❛t ❛••✳ ❇♦t❤ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①❤❛✉st❡❞ ♦r ♥♦t✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥•② t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦••✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞✱ ✇✐t❤ ♦♥❡ r❡s♦✉r❝❡ ❛t •❡❛st ❜❡✐♥❣ ❡①❤❛✉st❡❞✳ ❚✐❣❤t❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐•✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s ♣r♦✜ts ♦❢ ♦✇♥❡rs ♦❢ ❛♥② ❡①❤❛✉st❡❞ r❡s♦✉r❝❡ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t✇♦ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✐♥ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ r❡s♦✉r❝❡s ✐s ❞✐r❡❝t•② ❡①tr❛❝t❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ♦t❤❡r✳ ■❢ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ❜✉t ✐s ✐♥ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡ ✇✐t❤ ✐t✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣r♦✜ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s r❡s♦✉r❝❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❤♦•❞✳ ✶✹ ■❢ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ❜✉t ✐s ♥♦t ✐♥ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡ ✇✐t❤ ✐t✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❛♣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ♦✇♥❡rs ♦❢ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✉♥❝•❡❛r✳ ❲✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡✱ ❛ ♥❡✇ q✉❡st✐♦♥ ❛r✐s❡s✿ ❞♦ ♦✇♥❡rs ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ♣♦••✉t✐♥❣ ❣r❛❞❡ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ ♥❡❝❡ss❛r✐•② •♦s❡ ♠♦r❡ ♦r ✇✐♥ •❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♦✇♥❡rs ♦❢ ❛ •❡ss✲♣♦••✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡❄ ■❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ t❤❛t ✐s ✐♥ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✐s t❤❡ •❡❛st ♣♦••✉t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡s✱ ♦r ✐s ♠♦r❡ ♣♦••✉t✐♥❣ ❜✉t ♦♥•② ❜② •✐tt•❡✱ t❤❡ ♦✇♥❡rs ♦❢ t❤✐s r❡s♦✉r❝❡ ✇✐•• ✇✐♥ ♠♦r❡ ♦r •♦s❡ •❡ss ❢r♦♠ t✐❣❤t❡r ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉•❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ✶✹ ❊①❝❡♣t ❢♦r Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳ ✷✽ ♦✇♥❡rs ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ t❤❛t ✐s ♥♦t ✐♥ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ✏❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t✑ ❢♦r t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ t❤❛t ✐s ✐♥ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐rt✐❡r r❡s♦✉r❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ♠♦r❡ ❛❢t❡r t✐❣❤t❡r ❝❛r✲ ❜♦♥ r❡❣✉•❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ✏❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t✑ ❢♦r t❤❛t ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ✐♥ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐t✱ ✐❢ t❤❡ ♣♦••✉t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ ❜♦t❤ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❝•♦s❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ❚❤✐s r❡s✉•t ✐••✉str❛t❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts✱ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥•② ♣♦••✉t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥t✱ ✐♥ ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ❛♥❞ •♦ss❡s ❢r♦♠ t✐❣❤t❡r ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉•❛t✐♦♥✳ ❆♣♣•②✐♥❣ t❤✐s r❡s✉•t t♦ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt s❡❝t♦r ✇❤❡r❡ ✐♥s❤♦r❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛• ♦✐• ✭♦✐• ❡①tr❛❝t❡❞ ✐♥ ❙❛✉❞✐ ❆r❛❜✐❛ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮ ❝♦♠♣❡t❡s ✇✐t❤ ♦✛s❤♦r❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛• ♦✐• ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ♣♦••✉t✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡✿ ♦✐• ❡①✲ tr❛❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❯❑ ♦r ◆♦r✇❛② ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮ ❛♥❞ ✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛• ♦✐• ✭t❤❡ ♠♦st ♣♦••✉t✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦st ❡①♣❡♥s✐✈❡ t②♣❡ ♦❢ ♦✐•✱ s✉❝❤ ❛s t❤❛t ❢r♦♠ ❜✐t✉♠✐♥♦✉s s❛♥❞s ❡①tr❛❝t❡❞ ✐♥ ❈❛♥❛❞❛✮✱ ✐t ❢♦••♦✇s t❤❛t ♦✇♥❡rs ♦❢ ♦✛s❤♦r❡ ♦✐• ♠❛② ❜❡♥❡✜t ♠♦r❡ ♦r •♦s❡ •❡ss ❢r♦♠ t✐❣❤t❡r ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉•❛t✐♦♥ t❤❛♥ ♦✇♥❡rs ♦❢ ✐♥s❤♦r❡ ♦✐•✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦✛s❤♦r❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛• ♦✐• ✐s ♠♦r❡ ♣♦••✉t✐♥❣ t❤❛♥ ✐♥s❤♦r❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛• ♦✐•✳ ✭✐✐✐✮ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts ✇✐t❤ ❝✉♠✉•❛t✐✈❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❡r❡ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ♠❛r❣✐♥❛• ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts ❝❛♥ ❜❡ r❡•❛①❡❞✳ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ ❝✉♠✉•❛t✐✈❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥✿ t❤✐s r❡✢❡❝ts t❤❡ r✐s✐♥❣ ❝♦st ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣•② ❞❡❡♣ ♠✐♥✐♥❣ ♦r •❡ss ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ ♦✐• ✇❡••s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣•❡✱ ♦r s✐♠♣•② r❡✢❡❝ts t❤❡ ❢❛❝t ♥❛t✉r❛• r❡s♦✉r❝❡s ❝♦♠❡ ✐♥ ♠♦r❡ ♦r •❡ss ❝♦st•② ❞✐✛❡r❡♥t ❣r❛❞❡s ✭❍❡❛• ✶✾✼✻✱ ❙♦•♦✇ ✫ ❲❛♥ ✶✾✼✻✱ ❑❡♠♣ ✫ ▲♦♥❣ ✶✾✽✵✱ ▲❡✇✐s ✶✾✽✷✮✳ ■♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛s ❝❤❡❛♣❡r ❣r❛❞❡s ✇✐•• ❜❡ ❡①♣•♦✐t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❣r❛❞❡s✱ ❛s ✐♥ ❍❡r✜♥❞❛❤• ✭✶✾✻✼✮✱ t❤❡s❡ ❣r❛❞❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ r❡s♦✉r❝❡ ✇❤♦s❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣•② ❝♦st•② ❛s ✐t ❜❡❝♦♠❡s s❝❛r❝❡r ❛♥❞ s❝❛r❝❡r✳ ❚❤❡ ❛♥❛•②s✐s ❝❛♥ ❡❛s✐•② ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❛❦❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❝♦sts✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts ❢♦r t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❝✉♠✉•❛t✐✈❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡r✐❡s ♦❢ t❤r❡s❤♦•❞s ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ ♠❛r❣✐♥❛• ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts •✉♠♣✱ ❛•t❤♦✉❣❤ t❤❡② r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ t❤r❡s❤♦•❞s✳ ▲❡t t❤❡ ❞✐rt②✲❜❛❝❦st♦♣ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦st ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❲❡ r❡✈✐s✐t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ ♠✉•t✐♣•❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡s✱ ❛♥❞ ✷✾ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦••✉t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡s ✐s t❤❡ s❛♠❡✳ ❊❛❝❤ r❡s♦✉r❝❡ ❣r❛❞❡ ❤❛s ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛t t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡✱ s❝❛r❝✐t② r❡♥ts ❜❡✐♥❣ ♦r❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts✳ ▼❛r❦❡t ♣r✐❝❡s st✐•• r✐s❡ ♦✈❡r t✐♠❡ ❜✉t t❤❡ ♦✈❡r❛•• ♣r✐❝❡ ✭✐♥❝•✉❞✐♥❣ ❛•• t❤❡ ❣r❛❞❡s✮ r✐s❡s •❡ss ❛♥❞ •❡ss st❡❡♣•②✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐•✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ♦✇♥❡r ♦❢ t❤✐s r❡s♦✉r❝❡ ❝♦♠❡s ❞♦✇♥ t♦ ❛♥❛•②③✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ •♦✐♥t ♣r♦✜ts r❡•❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r❛❞❡s✳ ❚❤r❡❡ ❣❡♥❡r❛• ❝❛s❡s ❝❛♥ ♦❝❝✉r✿ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣✱ ❛❢t❡r✱ ♦r ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r✳ ❋r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ✇❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡•② ❣❡t t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ r❡s✉•ts✳ ■❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ♦r ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r✱ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣✱ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉•❛t✐♦♥ ✇✐•• ✐♥❝r❡❛s❡ ♣r♦✜ts ✐❢ t❤❡ ❡•❛st✐❝✐t② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ✐s •♦✇ ❡♥♦✉❣❤✱ ♦r ✐❢ t❤❡ ♣♦••✉t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤✐s r❡s♦✉r❝❡ ✐s •♦✇ ❡♥♦✉❣❤✱ ♦r ✐❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦st ✐s ❝•♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣✱ ♦r ✐❢ t❤✐s r❡s♦✉r❝❡ ✐s s❝❛r❝❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ■❢ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✐s ✉s❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♦t❤❡r ♣♦••✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡✱ t❤❡ ♣r♦✜ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❣r❛❞❡ ♦❢ t❤✐s r❡s♦✉r❝❡ ✇✐•• ✐♥❝r❡❛s❡✱ ❛♥❞ s♦ ♦✈❡r❛•• ♣r♦✜ts ✇✐•• ❛•s♦ r✐s❡✳ ✻ ❈♦♥❝•✉s✐♦♥ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛s ❝❛st s♦♠❡ •✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛• ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝❛r❜♦♥ t❛①❛t✐♦♥✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♦✇♥❡rs ♦❢ ❛ ❝❛r❜♦♥✲❡♠✐tt✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡ ♠❛② ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❝❛r❜♦♥ t❛①❛t✐♦♥ ✐❢ ❛ ❞✐rt✐❡r ❛❜✉♥❞❛♥t r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❛•s♦ ✉s❡❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ t❛① r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ ♥♦t r❡❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉•❛r✱ ✇❤❡♥ t❤✐s r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❝❤❡❛♣❡r t♦ ❡①tr❛❝t t❤❛♥ t❤❡ ❞✐rt✐❡r r❡s♦✉r❝❡✱ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉•❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡✲r❡s♦✉r❝❡ ♦✇♥❡rs ✐❢ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❤♦•❞ ✭✐✮ ✐ts ❞❡♠❛♥❞ ❡•❛st✐❝✐t② ✐s •♦✇ ❡♥♦✉❣❤❀ ✭✐✐✮ ✐ts ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦st ✐s ❝•♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣❀ ✭✐✐✐✮ ✐ts ♣♦••✉t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥t ✐s •♦✇ ❡♥♦✉❣❤ ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣✮❀ ♦r ✭✐✈✮ ✐ts ✐♥✐t✐❛• st♦❝❦ ✐s s♠❛•• ❡♥♦✉❣❤✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❛♥ t❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣✱ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉•❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ ✐ts ♦✇♥❡rs✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❝❛r❜♦♥ ❝❛♣t✉r❡ t❡❝❤♥♦•♦❣② ❢r♦♠ t❤❡ st♦❝❦ ♦r t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ CO 2 ✱ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ✸✵ ♠❛r❣✐♥❛• ❝♦st✱ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡s❡ r❡s✉•ts✳ ❖✉r ♠♦❞❡• ❝❛♥ ❡❛s✐•② ❜❡ ❛♠❡♥❞❡❞ t♦ t❛❦❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ s❡❝t♦r❛• s♣❡❝✐❛•✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts ❛♥❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉•t✐♣•❡ ❝❛r❜♦♥✲❡♠✐tt✐♥❣ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛• ♦✐• ✐s •✐❦❡•② t♦ ❜❡ ✐♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡ ✇✐t❤ ✉♥❝♦♥✈❡♥✲ t✐♦♥❛• ♦✐•✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜♦t❤ ❛❜✉♥❞❛♥t ✭♦✐• s❤❛•❡s✱ ♦✐• s❛♥❞s✲❜❛s❡❞ s②♥t❤❡t✐❝ ❝r✉❞❡s ❛♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝ts✱ ❝♦❛•✲❜❛s❡❞ •✐q✉✐❞ s✉♣♣•✐❡s✱ ❜✐♦♠❛ss✲❜❛s❡❞ •✐q✉✐❞ s✉♣✲ ♣•✐❡s ❛♥❞ •✐q✉✐❞s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛• ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ♥❛t✉r❛• ❣❛s✮ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣♦••✉t✐♥❣✳ ■♥ ♦✉r ♠♦❞❡•✱ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛•✲♦✐• ♦✇♥❡rs ♠❛② ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❝❛r❜♦♥ t❛①❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❛♠❡ r❡♠❛r❦ ❤♦•❞s ❢♦r ♥❛t✉r❛•✲❣❛s ♣r♦❞✉❝❡rs✱ s✐♥❝❡ ❣❛s ✐s ✐♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ♣♦••✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s s✉❝❤ ❛s ❝♦❛•✳ ❖✉r r❡s✉•ts •❡❛❞ ✉s t♦ r❡❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❡❜❛t❡ ♦✈❡r ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❢♦r •♦ss❡s ✐♥ ♦✐•✲❡①♣♦rt r❡✈❡♥✉❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❝❛r❜♦♥ t❛①❛t✐♦♥✱ ❛s ❝•❛✐♠❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜② ❖P❊❈ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ▼❛•♦r ❝♦❛• ♦r ✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛•✲♦✐• ❡①♣♦rt❡rs ❛r❡ •✐❦❡•② t♦ r❡♠❛✐♥ ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♣r♦✲♠✐t✐❣❛t✐♦♥ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s •♦♥❣ ❛s t❤❡✐r •♦ss❡s ❛r❡ ♥♦t ❛t •❡❛st ♣❛rt✐❛••② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞✳ ❈❛♥❛❞❛✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇✐t❤❞r❡✇ ❢r♦♠ t❤❡ ❑②♦t♦ Pr♦t♦❝♦• ✐♥ ✷✵✶✶ ❛❢t❡r t❤❡ ❜♦♦♠ ✐♥ ♦✐• s❛♥❞s✳ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛• ♦✐• ❛♥❞ ❣❛s ❡①♣♦rt❡rs✱ ♠♦st•② ❖P❊❈✲•✉•❢ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ ❡❛s✐•② ❝♦♥✈✐♥❝❡❞ ♦❢ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ ❝❛r❜♦♥ r❡❣✉•❛t✐♦♥ ✐❢ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡② ♠❛② ❞✐r❡❝t•② ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❝❛r❜♦♥ t❛①❛t✐♦♥✳ ❚❡❝❤♥♦•♦❣✐❝❛• ♣r♦❣r❡ss ✐♥ ❣r❡❡♥ t❡❝❤♥♦•♦❣✐❡s ✐s ❛♥ ♦♥❣♦✐♥❣ t♦♣✐❝ ✐♥ t❤❡ ❝•✐♠❛t❡✲❝❤❛♥❣❡ ♠✐t✐❣❛t✐♦♥ ❞❡❜❛t❡✳ ■❢ t❤❡ ❝•❡❛♥✲❜❛❝❦st♦♣ ❝♦st ❢❛••s ♦✈❡r t✐♠❡✱ t❤❡ •✐❦❡•✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ •r❡② P❛r❛❞♦① ✇♦✉•❞ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❙✐♥❝❡ ❛ ❢❛•• ✐♥ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ❜r✐♥❣s ❢♦r✇❛r❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝•❡❛♥ ❜❛❝❦st♦♣✱ ✐ts st❛rt✐♥❣ ♣r✐❝❡ ✇♦✉•❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛s t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❛♣ ❢❛••s✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤✐s r❡s♦✉r❝❡ •❡ss ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♣♦••✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s✮✳ |❡s♦✉r❝❡ ♣r♦✜ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ |✫❉ t♦ r❡❞✉❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts ♦r t♦ ❡①✲ ♣•♦r❡ t❤❡ ❡❛rt❤✬s ❝r✉st t♦ ✜♥❞ ♥❡✇ ❞❡♣♦s✐ts✳ ❙✉❝❤ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✇♦✉•❞ ❝•❡❛r•② ❡①❛❝❡r❜❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ❢❛•• ♦❢ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐•✐♥❣ ♦♥ t♦t❛• ♣r♦✜ts ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡•✳ ❆ ✜♥❛• r❡♠❛r❦ ✐s t❤❛t ❖P❊❈ ❞♦♠❡st✐❝ ♠❛r❦❡ts r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✾✳✽✪ ♦❢ ✇♦r•❞ ♦✐• ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✷✸✳✸✪ ♦❢ t❤❡✐r ♦✇♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ✷✵✶✶✳ ❚❤❡② ❛♠♦✉♥t t♦ ✶✷✳✽✪ ♦❢ ✇♦r•❞ ❣❛s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✻✾✳✽✪ ♦❢ t❤❡✐r ♦✇♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭❇•| ✸✶ ✷✵✶✷✮✳ ❖P❊❈ ❝♦✉♥tr✐❡s ❝❛♥ ✉s❡ str❛t❡❣✐❡s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❡①❡♠♣t✐♥❣ t❤❡✐r ❞♦✲ ♠❡st✐❝ ♠❛r❦❡t ❢r♦♠ t❤❡ t❛①✱ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡✐r ♣r♦✜ts ♦r r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r •♦ss❡s✳ ❆••♦✇✐♥❣ ❢♦r s✉❝❤ str❛t❡❣✐❡s ✇♦✉•❞ ❝•❡❛r•② ♠❛❦❡ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ •r❡② P❛r❛❞♦① ♠♦r❡ •✐❦❡•②✳ ❆ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶ Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷ Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✜rst •♦♦❦ ❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ♦♥•② R d ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ✭❈❛s❡ B3✮✳ ❋✐rst ♥♦t❡ t❤❛t ✐❢ R d ✐s ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ t❤❡♥ R e ✐s ♥❡✈❡r ✉s❡❞✱ ❛s ✐❢ c e + (θ e µ 0 + λ 0 e )e rt > c d + θ d µ 0 e rt t❤❡♥ ✐t ✐♠♣•✐❡s t❤❛t ❢♦r ❛•• t ≤ t✱ c e + (θ e µ 0 + λ 0 e )e rt > c d + θ d µ 0 e rt ✭❣✐✈❡♥ t❤❛t c d < c e ✮✳ R d ✐s ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥•② ✐❢ ❛t ❞❛t❡ t✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② c d + θ d µ 0 e rt = c b ✱ R e ♣r✐❝❡ s❛t✐s✜❡s p e (t) = c e + θ e µ 0 e rt > c b ✳ ❲❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ❡q✉✐✈❛•❡♥t•② t❤❛t ♦♥•② R d ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥•② ✐❢✿ c b ≤ θ d ce-θec d θ d -θe . ❆ss✉♠❡ ♥♦✇ t❤❛t c b > θ d ce-θec d θ d -θe ✱ t❤❡♥ R e ✐s ✉s❡❞ ❛t t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❞❛t❡✳ ❚❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❛① τ t ✇❤✐•❡ R e ✐s ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ ♠✉st s❛t✐s❢② c e +θ e τ t ≤ c d +θ d τ t ✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ τ t ≥ ce-c d θ d -θe . ❚❤❡ •♦✇❡st ♣♦ss✐❜•❡ ♣r✐❝❡ ♣❛t❤ ♦❢ R e ✐s t❤✉s p(t) = c e + ce-c d θ d -θe e rt ✳ ❆•♦♥❣ t❤✐s ♣❛t❤✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❜❛❝❦st♦♣ ♣r✐❝❡ c b ❛t ❞❛t❡ T * ❞❡✜♥❡❞ ❜② c e + ce-c d θ d -θe e rT * = c b . ❚❤❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ R e t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✉♠❡❞✱ ✐❢ c b > θ d ce-θec d θ d -θe ✱ ✐s✿ X * = ´T * 0 D(c e + ce-c d θ d -θe e rt )dt. ◆♦t❡ t❤❛t X * ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ Z✳ ■❢ X 0 e > X * ✱ R e ✐s ♥♦t ❡①❤❛✉st❡❞✳ ■❢ X 0 e > X * ❛♥❞ Z > Z 0 + θ e X * ≡ Z * ✱ t❤❡♥ R d ✐s ✉s❡❞ ✜rst✱ ❛♥ ❛♠♦✉♥t X * ♦❢ R e ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣✱ ❛♥❞ ✐s ♥♦t ❡①❤❛✉st❡❞ ✭❈❛s❡ B2✮✳ ■❢ X 0 e < X * ❛♥❞ Z < Z * ✱ t❤❡♥ ♦♥•② R e ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ❛♥❞ R e ✐s ♥♦t ❡①❤❛✉st❡❞ ✭❈❛s❡ B4✮✳ ■❢ X 0 e < X * ❛♥❞ Z > Z 0 + θ e X 0 e ✱ t❤❡♥ R d ✐s ✉s❡❞ ✜rst✱ ❛♥❞ R e ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ❛♥❞ ✐s ❡①❤❛✉st❡❞ ✭❈❛s❡ B1✮✳ ❆✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻ Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t dλ 0 e d Z < 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥•② ✐❢ D(p(t s )) D(p(0)) θ d θe + (θ d -θ e ) µ 0 λ 0 e > 1. ❇② t❤❡ ♠❡❛♥✲✈❛•✉❡ t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❞❛t❡ t i ✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ 0 ≤ t i ≤ t s s✉❝❤ ✸✷ t❤❛t D(p(t s )) D(p(0)) = 1 + D ′ (p(t i )) D(p(0)) (p(t s ) -p(0)) ≥ 1 -(-D ′ (p(t i )) D(p(t i )) p(t i )) c b -ce ce . ■❢ ∀p✱ -D ′ (p) D(p) p ≤ ce(1-θe/θ d ) c b -ce ≡ ǫ * ✱ t❤❡♥ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐•✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ R e ♦✇♥❡rs✳ ❆✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽ Pr♦♦❢✳ ❯s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✺✱ ❛♥❞ r❡♣•❛❝✐♥❣ (θ d -θ e ) µ 0 λ 0 e ❜② 1 -c d -ce λ 0 e e rt s ✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t dλ 0 e d Z ❤❛s t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ -D(p(t s )) D(p(0)) θ d θe + c d -ce λ 0 e e rt s . ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t λ 0 e e rt s > (θ d - θ e )µ 0 e rt s ✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t µ 0 e rt s ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ c e ✱ ❛s (µ 0 e rt s , t -t s ) ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② θ d ´t-t s 0 D(c d + µ 0 e rt s +ru )du = Z -Z 0 -θ e X 0 e ❛♥❞ µ 0 e rt s e r(t-t s ) = c b -c d ✳ ❆♥❞ µ 0 e rt s ✐s str✐❝t•② ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ❛♥② Z✳ ❆t ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛•✉❡ ♦❢ µ 0 e rt s ✱ ❛s -D(c b ) D(ce) θ d θe + c d -ce (θ d -θe)µ 0 e rt s ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ c e ✱ ❢❛••s ✇✐t❤ c e ✱ ❛♥❞ ✐s str✐❝t•② ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r c e = c d ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts c * s✉❝❤ t❤❛t Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽ ❤♦•❞s✳ ❆✳✹ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾ Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❞❡♠❛♥❞s D(p(t s )) ❛♥❞ D(p(0)) ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛• st♦❝❦ X 0 e ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ lim X→0 D(p(t s )) D(p(0)) = 1✳ ❆s ❛ r❡s✉•t✱ ∀ǫ✱ ∃X * s✉❝❤ t❤❛t X 0 e < X * =⇒ D(p(t s )) D(p(0)) ≥ 1 -ǫ ❛♥❞ θ e X 0 e + Z 0 < Z ✳ ❚❛❦❡ ǫ < θ d -θe θ d ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ X * ✱ t❤❡♥ ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t✱ ❢♦r X 0 e < X * ✱ dλ 0 e d Z < 0✳ ❆✳✺ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵ Pr♦♦❢✳ ❋r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✺ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t dλ 0 e d Z ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥ ❛s -θ d D(p(t s ))+ θ e D(p(0))+rθ d µ 0 θ e ´ts 0 D ′ (p(t))e rt dt✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ dλ 0 e d Z = 0✱ d 2 λ 0 e d 2 Z ❤❛s t❤❡ s✐❣♥ ♦❢✿ -θ d D ′ (p(t s ))λ 0 e re rt s dt s d Z +(θ e -θ d )D ′ (p(0))θ e dµ 0 d Z -θ d dµ 0 d Z θ e ´ts 0 D ′′ (p(t))re rt λ 0 e e rt dt. ■❢ D ′′ ≤ 0✱ -θ d dµ 0 d Z θ e ´ts 0 D ′′ (p(t))re rt λ 0 e e rt dt < 0✱ t❤✉s d 2 λ 0 e d 2 Z | dλ 0 e d Z =0 < 0✳ ❆✳✻ Pr♦♦❢ ♦❢ |❡♠❛r❦ ✶✸ CO 2 ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥•② ✐❢ c b ≥ min(c e + θ e c ccs , c d + θ d c ccs )✳ ❲❤❡♥ CO 2 ✐s ❝❛♣t✉r❡❞✱ R e ✐s ✉s❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥•② ✐❢ c e + θ e c ccs > θec d -θ d ce θe-θ d ✳ ■t ✐♠♣•✐❡s ❛•s♦ t❤❛t c e + θ e c ccs ≤ c d + θ d c ccs ✳ ■❢ ✉s❡❞✱ R e ❜❡❝♦♠

  ❚❤❡ •r❡② P❛r❛❞♦①✿ ❍♦✇ ❖✇♥❡rs ❖❢ ❈❛r❜♦♥✲❡♠✐tt✐♥❣ |❡s♦✉r❝❡s ❈❛♥ ❇❡♥❡✜t ❋r♦♠ ❖♣t✐♠❛• ❈❛r❜♦♥ ❚❛①❛t✐♦♥✳ ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ▲❛st✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ❝♦♥❝•✉❞❡s✳ ❋♦ss✐• ❢✉❡• |❡s❡r✈❡s |❡s♦✉r❝❡s P♦••✉t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥r r❡s❡r✈❡s ❛♥❞ r❡s♦✉r❝❡s ❢r♦♠ ❇•| ✭✷✵✶✷✮✳ ✏|❡s❡r✈❡s✑ ❛r❡ ♣r♦✈❡♥ ✈♦•✉♠❡s ❡❝♦♥♦♠✐❝❛••② ❡①♣•♦✐t❛❜•❡ ❛t t♦❞❛②✬s ♣r✐❝❡s ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t♦❞❛②✬s t❡❝❤♥♦•♦❣②✳ ✏|❡s♦✉r❝❡s✑ ❛r❡ ♣r♦✈❡♥ ❛♠♦✉♥ts ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❝✉rr❡♥t•② ❜❡ ❡①♣•♦✐t❡❞ ❢♦r t❡❝❤♥✐❝❛• ❛♥❞✴♦r ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡❛s♦♥s✱ ❛s ✇❡•• ❛s ✉♥♣r♦✈❡♥ ❜✉t ❣❡♦•♦❣✐❝❛••② ♣♦ss✐❜•❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦✉r❝❡s ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❡①♣•♦✐t❛❜•❡ ✐♥ ❢✉t✉r❡✳ P♦••✉t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥ts ❛r❡ •✐❢❡✲❝②❝•❡ ❣r❡❡♥❤♦✉s❡ ❣❛s ❝♦♥t❡♥ts ❢r♦♠ ❇✉r♥❤❛♠ ❡t ❛•✳ ✭✷✵✶✷✮ ✭❡q✉✐✈❛•❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ CO 2 ❛♥❞ ♦t❤❡r ❣r❡❡♥❤♦✉s❡ ❣❛s❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦✈❡r ✶✵✵ ②❡❛rs✮✳ ❊❏

  r❡s♦✉r❝❡ i✱ i = {e, d, b}✱ ✐s x i (t)✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇ ♦❢ ✉t✐•✐t② ✐s t❤✉s u(x e (t) +x d (t) + x b (t))✳ ❚❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s D(.)✱ ❛♥❞ p i ✱ i = {e, d, b}✱ ❛r❡ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ♣r✐❝❡s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ θ i ❛s t❤❡ ♣♦••✉t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ i✿ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦♥❡ ✉♥✐t ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ i •❡❛❞s t♦ θ i ✉♥✐ts ♦❢ CO 2 ✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t 0 < θ e < θ d ❛♥❞ t❤❛t θ b = 0✳ ❚❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦st ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ i ✐s ✻ •✉s ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❇•| ✭✷✵✶✷✮✳ ❚❛❜•❡ ✷✿ ❙❤❛r❡ ♦❢ ✇♦r•❞ ❢♦ss✐•✲❢✉❡• r❡s❡r✈❡s ❜② ✇♦r•❞ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣♦•✐❝② ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ✷✵✶✶ c i ✿ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t 0 < c e < c b ❛♥❞ t❤❛t 0 < c d < c b ✳ ❚❤❡ ❞✐rt② ❜❛❝❦st♦♣ ✐s ♥♦♥✲❡①❤❛✉st✐❜•❡ ✭♦r✱ ❡q✉✐✈❛•❡♥t•②✱ t❤❡ ❞✐rt✐❡r r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❛❜✉♥❞❛♥t ❡♥♦✉❣❤ ♥♦t t♦ ❜❡ ❡①❤❛✉st❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ r❡❣✉•❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❤♦♦s❡✮✳ ❚❤❡ ❝•❡❛♥ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❛✈❛✐•❛❜•❡ ✐♥ ✐♥✜♥✐t❡ q✉❛♥t✐t② ❛t ❝♦st c b ✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛• ❛♠♦✉♥t ♦❢ R e ✐s ✇r✐tt❡♥X 0 e ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐ts ❝✉rr❡♥t st♦❝❦ ✐s✿ Ẋe (t) = -x e (t).

  ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❛t✉r❛• ❞❡❝❛② ♦❢ ❝❛r❜♦♥✱ ❛s ✐♥ ✈❛♥ ❞❡r P•♦❡❣ ✫ ❲✐t❤❛❣❡♥ ✭✷✵✶✷✮✳ ✻ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ st♦❝❦ ♦✈❡r t✐♠❡ ✐s s✐♠♣•② ❣✐✈❡♥ ❜②✿ Ż(t) = θ e x e (t) + θ d x d (t). ❚❤❡ s♦❝✐❛• ♣•❛♥♥❡r ❤❛s s♦❢t ♣♦✇❡r t♦ ✐♠♣•❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛• ♣♦•✐❝②✿ ❤❡ ❝❛♥ ✐♠♣♦s❡ ❛ t❛① ♦♥ CO 2 ❡♠✐ss✐♦♥s ❜✉t ❝❛♥♥♦t ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉•❛r r❡s♦✉r❝❡ ♦r s❡t ❛ s♣❡❝✐✜❝ t❛① ♦r q✉♦t❛ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦✉r❝❡✳ ❚❤✐s t❛① ❝❛♥ ❜❡ ♣❛✐❞ ❜② ❝♦♥s✉♠❡rs ✭❞❡♠❛♥❞ s✐❞❡✮ ♦r ❜② ❢♦ss✐•✲❢✉❡• ♣r♦✈✐❞❡rs ✭s✉♣♣•② s✐❞❡✮✳ ❚❤❡ t❛① ✐s ✇♦r•❞✇✐❞❡✿ ♥♦ ♠❛r❦❡t ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡♠♣t ♦❢ t❤❡ t❛①✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❛① r❡✈❡♥✉❡s t♦ ❢♦ss✐•✲❢✉❡• ♦✇♥❡rs✳ ▼❛r❦❡ts ❛r❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡✱ t❤✉s ♣r♦✜ts ❝♦♠❡ ♦♥•② ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛r❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡✳ ✷✳✷ ❚❤❡ ✇❡•❢❛r❡✲♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠ ❚❤❡ s♦❝✐❛• ♣•❛♥♥❡r ✇✐s❤❡s t♦ ❡st❛❜•✐s❤ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ {x e (t), x d (t), x b (t)} ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♥❡t ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ s♦❝✐❛• s✉r♣•✉s ✼ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛• ❝♦♥✲ str❛✐♥t✿ˆ∞ 0 e -rt u(x e (t) + x d (t) + x b (t)) -c e x e (t) -c d x d (t) -c b x b (t) dt s✳t✳ i = {e, d, b}✱ Ẋe (t) = -x e (t) Ż(t) = θ e x e (t) + θ d x d (t)

  ❡s ❡①❤❛✉st❡❞✱ ✸✸ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❡①❤❛✉st❡❞ ❡①❤❛✉st✐❜•❡ r❡s♦✉r❝❡ ✇❤♦s❡ ❡♠✐ss✐♦♥s ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❡q✉❛•s c e + θ e c ccs ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s •♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r r❡s♦✉r❝❡s ❛t t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ✐✳❡ min(c b , c d + θ d c ccs ) t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ q✉❛♥t✐t② X * ( Z) s✉❝❤ t❤❛t✱ ♦♥•② R e ✐s ✉s❡❞ t♦ ❣❡t t♦ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥•② ✐❢ X 0 e ≥ X * ( Z)✳ ❲❡ ❝❛•• t t❤❡ ❞❛t❡ ♦❢ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ R e t♦ t❤❡ ❝❤❡❛♣❡r ❝•❡❛♥ ❜❛❝❦st♦♣✳ ❱❛r✐❛❜•❡s (λ 0 e , µ 0 , t, t, X * ) ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿ ✭✐✮ c e + λ 0 e e r t + θ e c ccs = min(c b , c d + θ d c ccs )❀ ✭✐✐✮ c d + θ d µ 0 = c e + λ 0 e + θ e µ 0 ❀ ✭✐✐✐✮ c ccs = µ 0 e rt ❀ ✭✐✈✮ θ e ´t 0 D(c e + λ 0 e e rt + θ e µ 0 e rt )dt = Z -Z 0 ❀ ✭✈✮ X * = Z-Z 0 θe + ´t t D(c e + λ 0 e e rt + θ e c ccs )dt✳ X * ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ q✉❛♥t✐t② ♦❢ R e t❤❛t ✇✐•• ❜❡ ✉s❡❞ ✐❢ ♦♥•② R e ✐s ✉s❡❞ t♦ ❣❡t t♦ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣✳ ■❢ X 0 e > X * ( Z) t❤❡♥ R d ✐s ✉s❡❞✱ ♣r✐♦r t♦ R e ✱ t♦ ❣❡t t♦ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣✳ ■❢ ❝❛♣t✉r❡ ✐s ✉s❡❞✱ ❜♦t❤ r❡s♦✉r❝❡s ✇✐•• ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡t t♦ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥•② ✐❢ X 0 e > X * ( Z) ❛♥❞ c e + θ e c ccs > θec d -θ d ce θe-θ d ✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ♦❢ R e ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ✐s •♦✇❡r❡❞ ✐❢ ❝❛r❜♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ✐s ✉s❡❞ ❛♥❞ ❜♦t❤ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡t t♦ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣✳ ❲✐t❤ λ s ≡ λ e (t s ) ❛♥❞ µ s ≡ µ(t s )✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♣❛t❤ ♦❢ R e ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✿ ✭✐✮ c e + λ s e r( t-t s ) + θ e c ccs = min(c b , c d + θ d c ccs )❀ ✭✐✐✮ c d + θ d µ s = c e +λ s +θ e µ s ❀ ✭✐✐✐✮ c ccs = µ s e r(t-t s ) ❀ ✭✐✈✮ X 0 e = ´t t s D(c e +λ s e r(t-t s ) +θ e µ s e r(t-t s ) )dt+ ´t t D(c e + λ s e r(t-t s ) + θ e c ccs )dt. ❚❤✐s s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡✜♥❡s (λ s , µ s , t -t s , t -t s ) ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ Z✳ ❆s ❛ r❡s✉•t✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♣❛t❤ ❢♦r R e ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤ Z✳ ❚❤✐s ✐♠♣•✐❡s t❤❛t ❡♠✐ss✐♦♥s ❢r♦♠ R e ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝✉♠✉•❛t✐✈❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ R d ♠✉st ❞❡❝r❡❛s❡ ❛s t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ✐s •♦✇❡r❡❞✳ ❆s t❤❡ s✇✐t❝❤ ♣r✐❝❡ ❢r♦♠ R d t♦ R e ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ Z ❡✐t❤❡r✱ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ R d ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ♠✉st ❞❡❝r❡❛s❡✳ ❚❤❡ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ❛t t❤❡ ❞❛t❡ ♦❢ s✇✐t❝❤ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ✐t ❝♦♠❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛• s❝❛r❝✐t② r❡♥t ✐s ❤✐❣❤❡r ❛s t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐•✐♥❣ ✐s •♦✇❡r❡❞✳ ❋✐♥❛••②✱ ✐❢ ❜♦t❤ ♣♦••✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡t t♦ t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣✱ ❛♥❞ R e ❜❡❝♦♠❡s ❡①❤❛✉st❡❞✱ ✐✳❡ ✐❢ c b ≥ min(c e + θ e c ccs , c d + θ d c ccs ) ❛♥❞ c e + θ e c ccs > θec d -θ d ce θe-θ d ❛♥❞ X 0 e > X * ( Z)✱ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐•✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜•❡✲r❡s♦✉r❝❡ ♦✇♥❡rs✳ ✸✹ ♥❡r❣② ♣r✐❝❡ ♣❛t❤ ✭❜♦•❞ s♦•✐❞ •✐♥❡✮ ✇❤❡♥ c e < c d ✱ ❈❛s❡ A1 ✷✿ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s ✇❤❡♥ c e > c d ❛♥❞ c b > θ d ce-θec d θ d -θe ✸✼ ♥❡r❣② ♣r✐❝❡ ♣❛t❤ ✭❜♦•❞ s♦•✐❞ •✐♥❡✮ ✇❤❡♥ c e > cd ✱ ❈❛s❡ B1 ✹✿ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ | e ♣r✐❝❡ ♣❛t❤ ❛s t❤❡ ❝❡✐•✐♥❣ ✐s •♦✇❡r❡❞✱ c e < c d ✱ ❈❛s❡ A1 ✸✽ p d µ 0 ❋✐❣✉r❡ ✺✿ Pr✐❝❡ ♣❛t❤s ❛s t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐•✐♥❣ ✐s •♦✇❡r❡❞✱ c e < c d ✱ ❈❛s❡ A1✳ ❖❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ •r❡② P❛r❛❞♦① ✭❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡•✮ ♦r ♥♦t ✭t♦♣ ♣❛♥❡•✮

  ♣❛t❤s ❛s t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❡✐•✐♥❣ ✐s •♦✇❡r❡❞✱ c e > c d ✱ ❈❛s❡ B1 ✹✵

rt❛♥t t♥tr❛r② t♥❞❛♥t r❡✲ sr❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ ♥♦t r❡❞✐str✐❜✉t❡❞ ✭t❤❡ •r❡② P❛r❛❞t❤✐s r❡s✉•t✿ t❤❡✐r ❡①❤❛✉st✐❜✐